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La proporci6 auria i la musica

“Al darrere de les parets juguen els déus; juguen amb
nombres, dels quals és fet [ univers.”

Le Corbussier

“La musica és un exercici aritmeétic secret i la persona que s’
entrega a ella no se n’ adona de que esta manipulant
niimeros.”

W. Leibnitz



La proporci6 auria i la musica

INDEX

INTRODUCCIO
I O o] = o LU P 5
P22 \Y 1= o To Fo ] [o T | - VRS SSRURRR 6

12 PART. PRESENTACIO DE LA PROPORCIO AURIA

1.

2.

DemosStracio MatemMAtiCa......uuviviiieeeeeee ettt e e e e e 7
1.1.Definiciéo del nombre d’ Or.............cccooiiiiiii, 7
1.2.Successio de FIDONACCH....uuuiiiiiiiiieiiii e 9
1.3.Relacions numMeriques SOrPrenNentS.....covieeeeeeeeeiivieeeee e 12
1.4.La forma dels rectangles i el nombre d’ or........ccccceeeriiiiiiiiiiinnees 16
1.5.Construccidé de un rectangle auri........ccccceeeiiiiiiiiiieeiicceee e, 18
1.6.Propietats del rectangle auri.........cc..ouvvveiiiiiiiiii e, 19
1.7.Les espiralsiel nUMero d’ or............ccccooviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeen 21
1.8.El numero d’ oriel pentagon..............cccccccoiiiiniiiiiiiiiiiiiiiee 23
Aplicacions de la proporcio auriaenlP art....................oooeviiriiiinnnnnns 27
2.1.Bellesaiperfeccioenl’art............cccoooevviiiiiiiiiiiiii e, 27

2.1.1. La divina proporci6 de Luca Pacioli........ccccccuveeeeeennnnee. 28

2.1.2. Leonardo: la perfeccio auria.........cccccoevvvveeiiniviiiiieeeeeennn. 30
2.2.Elnimerod’ oren la pintura...........ccccoeeoiiiiiiiiiiiiicicccce e, 34
2.3.La proporcié auria en I’ arquitectura........................ccoooeenn. 42
2.4.La proporcio auriaen el diSSeNnY........cccceeveieiiiiiiiiiieee e 48
El nUmero auri i la naturalesa..........cccccuvviiiiiiiiiiiiiiiieeeeee 51
3.1.Créixer conservant la forma.........cccoociiiiiiiiiiiii e 51

3.2.La proporcié auria en els €SSers ViUS........ccceeeeveevveveevveeininnnnnn 52



La proporci6 auria i la musica

22 PART. LA PROPORCIO AURIA EN LA MUSICA

1. Obres repreSentaliVeS. .. ... ceiii e 72
1.1. Johann Sebastian Bach...........ccccccoeiiiiiiii e, 72
1.2.BElaBartOK......cooooiiiicccce e 74

32 PART. APLICACIONS DELS PRINCIPIS A LA CREACIO

Y=o U1 1= o 77
2. Autoanalisi i caracteristiques generals.........cccccovvvvvviviiiiiiiccienenn. 80
CONCLUSIONS. .. e e e e e e e e e e e e e ennanns 80
AGRAIMENTS. ...ttt ettt et et te et e e te e eae e ans 81
BIBLIOGRAFIA . e e e e e e e e e eeee 81
WEB G RAFFI A et e e e e e e e e e e eeees 82

ANNEXOS . ..ot a e 83



La proporci6 auria i la musica

INTRODUCCIO

De ben segur que tots hem sentit a parlar de I' Home de Vitruvio, la Gioconda i del
Partend d’ Atenes, fins i tot, alguns també sabem que hi ha quelcom magic o especial
en aquestes obres. D’ altra banda son pocs els que s’ han preguntat quina relacio
tenen aquestes obres amb la proporcioé auria, una xifra gairebé desconeguda per la
majoria de la gent. Aquesta proporcié va ser inicialment utilitzada pels egipcis, els

grecs i posteriorment represa en la cultura occidental com a mesura d ‘ estética.

No només va ser utilitzada per Leonardo Da Vinci, altres pintors, escultors i
arquitectes tenen obres i estudis relacionats amb la proporcié. A més a més, la
proporcié auria queda reflectida en la naturalesa, un fet sorprenent i increible... Per
contra, en I' ambit musical, trobem que hi ha poca informacié relacionada amb la
proporcid, comparada amb la quantitat que trobem en altres arts com la pintura o I

arquitectura.

En la musica, la proporcié auria no té la importancia que té en altres arts, ja que la
seva aplicacid és més complexa i passa més desapercebuda per I’ oient, per aixo,
molts analistes dubten entre una simple coincidéncia o un gran treball. Tot i aixo,
compositors destacats com J.S. Bach i Béla Bartdk, tenen obres on sembla que utilitzin
aguesta misteriosa proporcio. Per tant, sembla que la proporcié auria al llarg del temps
ha revolucionat la historia de les arts i ha deixat un buit dubtdés en la musica, el qual

vull descobrir.
1. OBJECTIUS

El nombre d’ or i tot alld referent a la proporcié auria configura un mén molt extens,
amb molta informacié relacionada amb les matematiques, les arts i la naturalesa.
Podriem omplir moltes pagines d’ informacié sobre la proporcié i les seves
aplicacions... és per aguest motiu que he intentat acotar la recerca per tal d’ evitar un
excés d’ informacid, introduint el més important per desenvolupar el treball de recerca

i el més sorprenent.

L’ objectiu d’ aquest treball és analitzar i estudiar la musica relacionada amb la
proporcid auria. Ho porto a terme fent una recerca tant des del punt de vista matematic
com artistic, on introdueixo el marc teoric del nombre d’ or amb el seu seguiment en I
art i en la naturalesa. El principal objectiu és esbrinar si realment la musica es pot
relacionar amb la proporcié auria, fent un recorregut pels diferents compositors, els

quals tenen indicis d’ haver fet servir la proporcioé auria.
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METODOLOGIA

El treball sobre la musica i la proporcié auria s’ ha fet, en la major part, a partir de la
informacié bibliografica de llibres en castella, ja que es tracta d’ un tema que fins fa
relativament poc no havia conegut un estudi ampli i monografic. També, gracies a
Internet, he trobat molta informacioé genérica relacionada amb la musica i la proporcié
auria, on he pogut trobar les partitures que m’ han facilitat un analisis més visual de les

obres.

En el treball no podia comencar a parlar directament de la proporcié auria
relacionada amb la masica, ja que és un tema poc conegut. Per tal que serveixi com a
punt de partida he cregut convenient incloure-hi una primera part amb informacié
generica sobre la proporcié auria i les seves aplicacions més conegudes en les arts i
en la naturalesa, sense deixar de costat I’ explicacié matematica del nombre d’ or. En
les seglients parts ja faig referéncia a la musica i la proporcié auria, endinsant-me en I
estudi de la masica i la proporcié auria, amb I analisis d’ algunes de les obres de J.S.
Bach i Béla Bartok.

Com a part practica he optat a la propia composicid d’ una peca musical, on he

utilitzat la proporcié auria com a recurs principal.
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12 PART. PRESENTACIO DE LA PROPORCIO AURIA
1. Demostracié matematica

1.1. Definicié del nombre d’ or

El nombre d’ or, o nombre auri, €s un nombre irracional que representem amb la
lletra grega phi (®). Va ser una troballa dels grecs de I’ época classica i la seva historia
documentada comenca en un dels llibres més célebres, comentats i reimpresos de la
historia: els Elements de Geometria de Euclides, escrit al voltant de 300 anys abans

de Jesucrist.

Elements de Geometria es composa de tretze llibres. Del llibre | al llibre VI es
dedica a la geometria elemental, del VIl al X, a quiestions numeriques, del XI al XlIl a la
geometria dels solids. En el llibre VI, com tercera definicio, apareix el text que va
comencar tot. La traducci6 castellana del cosmograf de Felip Il, Rodrigo Zamorano, de
1576, la presenta de la seglent manera: “Dize se ser dividida una linea recta con
razon extrema y media quando fuere que como se ha toda a la mayor parte, assi la
mayor a la menor”. Traduit al catala el text diu: “El tot és a la part com la part és a la

resta”.

Aguesta mitjana i extrema rad, que apareix amb tanta modeéstia, és el nUmero que
amb posterioritat es dira numero d’ or o numero auri i al que Luca Pacioli dedicara tot
un tractat en 1509, donant-li el nom de divina proporcié. Phi, @, el simbol amb el que
avui coneixem al namero auri, se li va assignar en una época molt posterior, a principis
del segle XX, quan el matematic nord-america Mark Barr va proposar vincular el
numero amb Fidias, constructor del Parten6 d’ Atenes, i va prendre prestada la seva

inicial.

Sabent que és un nombre, fins i tot situat en el grup dels irracionals. Per aixo farem
una inversié profunda en la seva naturalesa matematica. El nombre d’ or ®, queda

explicat i es calcula de la manera segtent:

Considerem un segment de recta x i volem determinar el punt 1. Si volem que el
punt 1 divideixi el segment x segons la proporcioé auria, la relacié de la part més llarga
amb la part més petita ha de ser igual a la relacio del tot amb la part més llarga, és a
dir, 1/x — 1 = x/1. Si aquesta condicié es compleix, aixo vol dir que el punt 1 divideix

el segment x en mitjana i extrema ra0.
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Aquesta igualtat ens porta (ja que per a que dos fraccions siguin iguals o

equivalents ho tenen que ser els seus productes en creu:

X 1

1 x—-1

<—>x-(x—1)=1-1) alaequacié de segon grau:

x-(x—1)=1-1 —» x?—x=1 equivalent a x>—x—1=0 (1). Que té dues

1+V5

solucions, i la positiva, que és la que ens interessa, és x = = 1,618. Aquesta és la

relacio que busquem i a la que diem ®: ¢ = 1+T\/5 = 1,618. Com que la soluci6 de I

equacio (1) és la relacié entre les longituds dels segments, aquesta sera la mateixa
gqualsevol que sigui el segment del que partim. Dit d’ una altra manera: la proporcio

auria tindra el mateix valor amb independéncia de la longitud del segment inicial.

Com que en la seva expressio apareix una arrel quadrada no exacta, el numero ®
sera un nombre irracional. El que vol dir que mai podrem tenir una expressié decimal
exacta. | encara més: que no hi haura cap grup dels seus decimals que es repeteixi de
mode periodic. EI nimero ® és, doncs un numero decimal d’ infinites xifres, no
periodic, del que es poden conéixer, aixo si, tantes xifres exactes com vulguem a partir
de les de la /5. De totes maneres, no ens aportara gran cosa, ja que la importancia de
® és més geometrica que numeérica. En tot cas, ® = 1.618033988749894..., amb 15

decimals, té precisié més que suficient per qualsevol calcul que vulguem emprendre.
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1.2. Successiod de Fibonacci

La historia de les matematiques és a vegades sorprenent, i per descomptat, sempre
inesperada. El vell nUmero auri, tant geométric, va emparentar segles després d'unes
fraccions que van sorgir d’ una successio purament aritmética. L’ artifex del matrimoni
va ser el més destacat matematic de I' Edat Mitjana, Leonardo Pisano, més conegut

com Fibonacci.

Fibonacci va escriure obres de geometria, algebra i teoria de nimeros, de la que va
ser un pioner, pero la més coneguda tracta sobre el calcul. El Liber abaci (Llibre de I
abac), publicat al 1202. A més de I' us de les xifres i dels métodes de calcul, el Liber
abaci aborda la teoria de nimeros (descomposici6 amb factors primers, criteris de
divisibilitat...), conté problemes d’ algebra de primer grau i per suposat parla de
comptabilitat mercantil , de la regla que en els venerables llibres de aritmetica
mercantil es deia repartiment de beneficis i perdues i del canvi de monedes. Pero el
més conegut dels problemes proposats en el Llibre de I’ abac és el famds problema
dels conills, la solucié del qual és la successié que avui es coneix amb el nom de

Fibonacci.

El problema esta anunciat de la segient manera: Quantes parelles de conills
tindrem a finals d’ any si comencem amb una parella que produeix cada mes una alltra

parella que procrea al seu torn als dos mesos de vida?

Per a resoldre’l, Fibonacci, com a bon mercader i financer, va fer una taula. En ella
desglossava el creixement de la seva familia de conills i feia un seguiment del nimero
de parelles que tenia en acabar cada mes. La columna final mostra el nimero total de
conills. Una ullada rapida ens permet advertir un curiés comportament en la successio:

cada terme s’ obté com a suma dels dos que el precedeixen.
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R meneracion 12 b R

v . RS B o LS e T
1 ] 1 71 |
20 1 1
30 1 1 2
4° 1 2 3
50 1 3 1 5
6° 1 4 3 8
7° 1 5 6 1 13
8° 1 6 10 4 21
9° 1 7 15 10 1 34
10° 1 8 21 20 5 55
11° 1 9 28 35 15 1 89
120 1 10 36 56 35 6 144

Els niumeros de la ultima columna componen I anomenada successio de Fibonacci,

definida per la llei:
a,=1a,=1a,= a,_1+ a,_,(n=>2).

Vegem una primera relacié d’ aquesta successiéo amb el nombre auri.

= d+0 @6 = 8 +5 @l = 89 + 55
P?=d+1 @7 = 139 + 8 @2 = 1449 + 89
@3 =20 +1 @8 = 21 + 13 @13 = 2330 + 144
¢t = 3¢ +2 @° = 340 + 21 @ = 3779 + 233
¢° =5 +3 @10 = 550 + 34

Si ens fixem en els coeficients de les successives potencies de @ veiem que sén
dos termes consecutius de la successié de Fibonacci. De manera que, sent a, el terme
de lloc n de la successi6 de Fibonacci, podem posar com expressié general de

aquestes potencies del numero auri @™ =a,, ® + a,_;*.
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Continuem amb altres relacions. Si fem el quocient entre cada un dels termes de la
successié de Fibonacci i a I' anterior: a"/an_l* . Al principi, els resultats tenen poc a
veure amb el @, pero continuem. Que descobrim? Doncs si, efectivament, de sobte la
diferencia comenca a reduir-se fins un nivell sorprenent. En la série de Fibonacci, la
raé entre un terme i el seu precedent tendeix molt rapidament a un limit que és
precisament ® = 1.61803398...

Lugar | Término | afa,, Diferencia con ®

1 1

2 1 1.000000000000000 -0.618033988749895
3 2 2.000000000000000 +0.381966011250105
4 3 1.500000000000000 -0.118033988749895
5 5 1.666666666666667 +0.048632677916772
6 8 1.600000000000000 -0.018033988749895
7 13 1.625000000000000 +0.006966011250105
8 21 1.615384615384615 -0.002649373365279
9 34 1.619047619047619 +0.001013630297724
10 55 1.617647058823529 -0.000386929926365
11 89 1.618181818181818 +0.000147829431923
12 144 1.617977528089888 -0.000056460660007
13 233 1.618055555555556 +0.000021566805661
14 377 1.618025751072961 -0.000008237676933
15 610 1.618037135278515 +0.000003146528620
16 987 1.618032786885246 -0.000001201864649
17 1,597 1.618034447821682 +0.000000459071787
18 2,584 1.618033813400125 -0.000000175349770
19 4,181 1.618034055727554 +0.000000066977659
20 6,765 1.618033963166707 -0.000000025583188

Es a dir, limit aanl = @&. Aix0 demostra que, en I infinit, aquesta és una progressié
e

geometrica amb rad igual a .
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1 8 55 7

1= 1.000000 T = 1.600000 32" 1.617647 ... o33 1.618025 ...

2 13 89 0

1~ 2.000000 i 1.625000 To = 1.618181 ... 377 = 1.618037 ...

3 21 144 7

5= 1.500000 13- 1.615384 ... B39 1.617977 ... 10 = 1.618032 ...
E = 1.666666 3—4 = 1.619047 g = 1.618055 1597 =1.618034 ...
3 . 21 . - | Tz . | 987

Com en el cas del nombre d’ or, el que va indicant totes aquestes comprovacions
és cert a nivell general: el limit dels quocients dels termes de la successid de Fibonacci
és O.

1.3. Relacions numeriques sorprenents

Com veiem, la successio de Fibonacci permet aproximar el numero ® tant com
vulguem per mitja dels seus quocients, perd té moltes més utilitats a part de la
resoluciéo d’ un problema de conills, i també presenta relacions molt peculiars amb

altres protagonistes estel-lars de la matematica.
Suma dels termes de la successio de Fibonacci

Si triem deu termes consecutius qualsevol de la successio i els sumem, obtenim
sempre un mdltiple de 11. Es el cas dels deu primers, la suma de la qual és:
1+1+2+3+5+8+13+21+34+55 = 143 = 11 13. O lo mateix passa amb
21+34+55+89+144+233+377+610+987+1597 = 4147 = 11 - 377.

Perd no només és aixo, sindé que, a més, aquesta suma (com es veu en ambdos
casos) és exactament 11 vegades el terme que ocupa el septim lloc dels sumands (13

en el primer cas i 377 en el segon).

Més sorpreses encara. La suma d’ un numero n qualsevol de termes de la
successio des del primer és igual al terme que ocupa la posicié n + 2 després de
restar-li una unitat. Ho veiem en el cas dels deu primers, que sumen 143, que és igual
al terme situat en lloc 12 (144) menys 1. O en el cas dels 17 primers, la suma de la

qual és 4180 (igual al terme a4, que és 4181, menys 1).

Expressat en formula, el que estem dient és 1+1+2+3+5+... a,= a,4, — 1.
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Les ternes pitagoriques

Tot i que hi ha infinites ternes pitagoriques no és massa facil trobar-se-les. D’ aqui
la utilitat de la successié de Fibonacci, que proporciona un métode automatic per fer-
ho. Ho presento en aquest apartat, perd abans, anem a intentar comprendre la relacié

entre Fibonacci, Pitagores i el nombre d’ or.

Un dels resultats matematics més famés de la humanitat és el teorema de
Pitagores: en tot triangle rectangle, el quadrat de la longitud del costat major (la
hipotenusa) és igual a la suma dels quadrats de les longituds dels altres dos (els

catets).
a? = b? + c2. (M

Des del punt de vista geométric, com I' area d’ un quadrat és igual al quadrat del
seu costat, el teorema de Pitagores afirma que si fem quadrats els costats dels quals
siguin els de un triangle rectangle, I' area del quadrat construit sobre I’ hipotenusa té

una area igual a la suma de les arees dels altres dos.

Aquesta mateixa expressié permet saber com és un triangle segon els seus angles,
sense mesurar-los. N’ hi ha prou amb fer els quadrats de les longituds dels tres costats
i comparar el quadrat del costat major amb la suma de les longituds dels altres dos. Si
aquesta suma és igual, estem davant d’ un triangle rectangle. Si és major, és un
triangle obtusangle (' angle major és obtus, sobre passa els 90°). Si la suma és

menor, el triangle és acutangle (els tres angles s6n menors de 90°)
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Quan els valors dels costats d’ un triangle rectangle sén niumeros sencers, formen
un conjunt de tres nimeros que s’ ha denominat terna pitagorica. Es a dir, que una

terna pitagorica és un conjunt de tres ndmeros sencers (a,b,c) que satisfa que
a’? = b%+c?.

A continuacié, mostrem el métode per trobar ternes pitagoriques a través de la

successié de Fibonacci. Triem quatre termes consecutius qualssevol de la successid,
com per exemple, 2,3,5i 8. Amb ells formem tres nimeros:

1. El producte dels dos dels extrems 2 - 8 = 16;
2. El doble del producte dels dos centrals 2 - (3 - 5) = 30;

3. La suma dels dos quadrats dels dos centrals: 32 + 52 = 34

Podem comprovar facilment que aquests tres niameros (34,30,16) formen una terna
pitagorica :

162 =256 302=900 34%=1156 —» 256+ 900 = 1156.

Lo que obtindrem sempre, en tots els casos, calculant amb qualssevol quatre
termes consecutius de la successio de Fibonacci que provem.
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El triangle de Pascal i la successio de Fibonacci

Encara que el triangle de Pascal és conegut amb altres noms fora d’ Europa, és
sens dubte una de les disposicions numeriques més celebres. EI matematic francés la
va utilitzar per avancar en el descobriment de la formula general de la poténcia del
binomi, perd aquesta disposicié triangular dels nimeros ja era coneguda pels cientifics

xinesos i també pel matematic persa del segle XIl Omar Khayyam.

El triangle de Pascal es compon de la segient manera: la primera fila és 1,
després, cada fila té un nombre més que I' anterior i cadascun dels seus elements és
igual a la suma dels dos termes que té damunt, en la fila superior. La seva propia
definicié indica la seva relaci6 amb la successi6 de Fibonacci, que es defineix de

manera semblant.

1
1.4
1 21
1 & 2 1
1 4 6 41

1*8 10 10 & 1
1 613 20 15 6 1
i1 7 21 58 a5 21 7 '1
18 28 56 70 56 28 8 1
19 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10. 457120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 5511 1
112 66 220 495 792 924 792 495 220 66 121
11378 286 715 12871716 1716 1287 715 286 78 13 1

Amb aquests antecedents, no podem esperar una altra cosa que una relacié
numeérica directa entre ambdds. N’ hi ha prou amb sumar en diagonal els elements del
triangle de Pascal, per aconseguir la successié de Fibonacci. L’ esquema seglent

permet comprovar-ho amb facilitat:
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1
)
/ 3
1 5
/1/’)/1/‘ 813
A //
1 3 3 1
ST
g 4 6 4 1
P d //
1 5 10 10 5 1
A

NuUmeros primers en la successié de Fibonacci

En una successid amb tantes peculiaritats com la de Fibonacci, la varietat de
manifestacions és inacabable. Per exemple, podem observar que els termes a,, de la
successié de Fibonacci que son primers només poden ocupar llocs n que siguin
primers, mentre que el contrari no és cert. Per exemple, el terme n = 19 (un lloc

primer), és a,, = 4181 = 37 - 113 (per tant no primer).

Jugar amb els numeros primers amb Fibonacci ens mostra també una conjectura
encara no demostrada: la successio de Fibonacci conté infinits nimeros primers. A dia

d’ avui, ningu sap si aquesta conjectura és veritable o falsa.

1.4. La forma dels rectangles i el nombre d’ or

En les carteres i les bosses dels ciutadans moderns s’ acumulen documents
identificatius i targetes de tot tipus: targetes de credit o de visita; carnets de
biblioteques, piscines, gimnasos o videoclubs; en alguns paisos, carnets d’ identitat o
de pertinéncia a algun servei public de salut... Els extraiem i tornem a desar-los a diari
sense prestar a tensio a un fet que no és circumstancial ni té importancia: la majoria d’

aquest tenen la mateixa mida i forma, o, com a minim, la mateixa proporcio.

Esbrinar quina rad subjacent a tot i aix0 és tan facil com mesurar i comparar els
seus costat: el quocient entre les longituds dels costats major i menor és, en la gran

majoria dels cassos, un numero molt proxim a 1,618 el nimero ®. No és cap casualitat



La proporci6 auria i la musica

que el quocient de la majoria de les targetes examinades sigui el mateix: es tracta d’

una mesura convencional.

Prenem aquest quocient entre les longituds dels seus costats diferents per definir la
forma dels rectangles. Si coincideix, direm que tenen la mateixa forma. En termes
matematics, direm que els rectangles amb aquesta propietat sén rectangles

semblants. Per tant, dos rectangles que tenen els costats de longituds m,n i p,q (amb

m<n i p>q), seran semblants quan = = g (3)

p

m

El quocient m/n caracteritza a un rectangle. Aixi, parlarem de rectangle modul k
quan el quocient m/n valgui k. Quant menor és el quocient m/n , més allargat és el
rectangle. El cas extrem el trobem quan m/n és la unitat. Llavors aconseguim una
figura particular que ens resulta molt familiar: un quadrat. El quadrat és un cas
particular de rectangle, el de modul 1. Com veiem, no tots els rectangles son tant

semblants com pensavem.

Trobem proves patents de les diferéncies entre rectangles —de tot tipus, no
necessariament auris- quant observem la evolucio de les pantalles del televisors o del
cinema. La mesura classica dels televisors era la proporcié 4:3. Un procés reeixit de
canvi de format ha implantat un nou estandard, el dels televisors plans i digitals, de
proporcié 16:9. En ambdos casos, es tracta de la relacié entre les longituds dels seus
costats. Si veiem una pel-licula 0 un programa amb ambdues pantalles a la vegada
advertirem la norma afecte de la proporcié del quadrat en la imatge que conté. En els
televisors antics, per exemple, les figures humanes sén molt més estilitzades, més

allargades en sentit vertical, mentre que en les pantalles planes les figures humanes
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semblen escarransides. Un simple calcul ens mostra que no sén rectangles de la
mateixa forma. Des de un punt de vista matematic, esta clar que 9/16 # 3/4. Calculem:
en realitat 3/4 = 0,75, mentre que 9/16 = 0,5625. El rectangle visual de la televisio
classica és de modul major. Els televisors panoramics distorsionen en horitzontal la

senyal televisiva tradicional perque la pantalla és més allargada.

L’efecte contrari té lloc quan una pel-licula rodada per la gran pantalla, en format
panoramic, es veu en una pantalla 4:3, més quadrada. Normalment es retalla la imatge
per els dos costats per omplir tota la pantalla, amb el que no només es perd imatge,

sind una part important de la magia.

1.5. Construccié d’ un rectangle auri

Partim d’ un quadrat ABCD el costat del qual sera menor del rectangle auri que
anem a construir. Marquem el punt mig M d’ un dels seus costats AB. Amb centre en
M i radi MC (distancia de M a un del vertex que no estan en el costat al que pertany M)
tracem un arc que talli la prolongacié de AB. Anomenarem E el punt per on talla. La
longitud de AE és la longitud del costat del rectangle auri que busquem. A partir de
llavors, només cal fer la perpendicular per E que talla en F. Aixi, aconseguim el

rectangle AEFD, el nostre desitjat rectangle auri.

D C F
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Aprofitem el rectangle auri que hem construit per comprovar la relacié auria,
calculant els seus costats. Suposem que el costat AB = AD = 1 i trobem AE = AM +
ME = 1/2 + ME. Com ME és igual a la hipotenusa del triangle rectangle MBC, podem
aplicar el teorema de Pitagores i tindrem

ME? = MC? = MB? + BC? = (1/2)*+12=1/4+1=75/4. D’ on

ME=\ﬁ=‘/—§.IpertantAE= Lyfs s
4 2 2 2 2

d.

Es a dir, que els costats del rectangle AEFD que hem construit sén 1 i ®. Es el

rectangle auri que busquem.

1.6. Propietats del rectangle auri

Si li traiem un quadrat al nostre rectangle auri acabat de fer, resulta un rectangle
BEFC que també és auri. Si fem les diagonals d’ aquests dos rectangles auris veurem
gue es tallen sempre en angle recte. Aixo passa amb els parells AF i ED, aixi com en

DE i BF, que s6n perpendiculars entre si. Podem veure-ho en les figures segients:
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Considerem un moment el rectangle auri de la segona figura per descobrir una
propietat molt sorprenent. Si busquem altres rectangles auris cada vegada més petits
a través de successives sostraccions de quadrats, i en cada una d’ elles tracem les
dos diagonals que apareixen en la figura, observem que totes estan situades sobre les
dos rectes DE i BF. Aixi, seran sempre perpendiculars i el seu punt de tall sera sempre
el mateix punt O.

Si poguéssim amb un microscopi tots els rectangles que es poden anar formant a I’
anar sostraient quadrats, veuriem que el punt de tall d’ aquestes diagonals roman
constant tot i que anem disminuint la seva mida en un factor ®. Aquesta increible
propietat és exclusiva dels rectangles auris. El punt O és una mena de vértex, una
espécie de forat negre, un punt d’ atraccié infinita on convergeixen els innumerables
rectangles auris que poden generar la nostra imaginacié geometrica. Per les qualitats
extraordinaries d’ aquests rectangles, s’ ha proposat anomenar a aquest punt “L’ ull de

”

Déu’.

Si inscrivim un decagon regular * en una circumferéncia, la relacié entre el radi de la
circumferéncia i el costat del poligon és exactament ©.

Per tant, podriem dir que un rectangle auri té per costats el radi de la

circumferéncia i el costat del decagon regular inscrit en ella.

! Poligon de deu costats iguals, els angles dels quals sén també iguals
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1.7. Les espirals i el nombre d’or

Algunes de les manifestacions més prodigioses de @ es troben en les espirals, en les
que & té comportaments curiosos. Suposem que partim d’un rectangle auri el que

anem restant quadrats per obtenir nous rectangles auri.

\\ N\

En cada un dels quadrats que sostraiem, tracem quadrants de circumferencia amb
radi el costat del quadrat i centre en el vértex de cada un d'ells. Es a dir, en els punts
1,2,3,45...

2

4

3
Ll
1
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Si continuem de forma indefinida amb la successi6 de quadrants, s’obté I

anomenada espiral® logaritmica.

Una altra important propietat de I'espiral es que és equiangular, és a dir, si tracem
una linia recta des de el seu pol, aixd es el seu punt d’inici, fins un punt qualsevol,
l'angle de tall és sempre el mateix. Segons aquesta propietat, si volem mantenir
constant I'angle amb el que observem un punt, tenim que aproximar-nos a ell seguint
una trajectoria que formi un espiral logaritmica. També se |li anomena espiral
geometrica, perqué el radi vector, és a dir, la recta que uneix el vertex amb el punt de
I'espiral, creix amb progressiéo geométrica, mentre I'angle que forma aquest radi ho fa

amb progressio aritmetica.

De manera estricta, la corba que acabem de crear per aquest métode no és un
espiral, ja que esta formada per diferents arcs de circumferéncia (quadrants) units de
forma artificial, perd es una bona aproximacio d’'una espiral logaritmica. L’espiral no és
tangent a els quadrats, sin6é que els talla, encara que amb angles molt petits. L’espiral

logaritmica auténtica és la seguent figura:

L’espiral és una corba la forma de la qual no s’altera quan canvia la seva mida, tant si augmenta com si disminueix.
Aquesta propietat es diu autosimilitud.



La proporci6 auria i la musica

1.8. El nombre d’ or i el pentagon

Els assiris van descobrir de manera natural el pentagon; apareix en les seves
tauletes de fang, on podem veure marques dels cinc dits en I' argila tova. La figura
suposa un problema pels grecs. En la seva opinid, I’ unic métode valid per tragar
figures geométriques eren la regla i el compas, perd amb ells no és possible dibuixar

de forma directe un pentagon regular.
El pentagon regular

La construcci6 amb regle i compas, segons la van iniciar els antics grecs, i es
compresa en el seu terme tradicional, €és un metode amb moltes restriccions, algunes
de les quals sonen una mica capritxoses. Consisteix en el tracat de punts, rectes (o
segments) i circumferéncies (o arcs) amb una regla de la longitud infinita, sense
marques que permeten mesurar o traslladar distancies, una sola vorera i un compas.
Per aquest procediment, es pot tracar la mediatriu d’ un segment (perpendicular en el
seu punt mig), la bisectriu d’ un angle, el simétric d’ un punt respecte a un altre, la
recta paral-lela o la perpendicular a una donada per un punt, la projeccié d’ un punt
sobre una recta, i també es pot dividir un segment qualsevol en un nimero donat de

parts iguals .
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Hi ha una serie de famosos problemes classics, la celebritat es deu precisament a
que no poden resoldre’s amb regle i compas. Per exemple, la quadratura del cercle®, la
duplicacié d’ un cub” o la triseccid d’ un angle®. Per al procediment directe de regle i
compas, tampoc es poden construir alguns poligons regulars, com el heptagon o el

pentagon.

Perd, el pentagon regular si es pot tracar indirectament amb regle i compas amb I’
ajuda de @, i d’ aquesta forma el numero ® va entrar en el espai de la geometria
grega. També va ser un dels motius del despertar del interes dels classics en aquesta

proporcio.

Ara, considerem un pentagon regular en el qual s’ han dibuixat les diagonals.

B

36° 72°

108°

* Trobar un quadrat I area del qual sigui igual a la d’ un cercle donat
* Trobar I' aresta d’ un cub el volum del qual sigui el doble que I’ original
> Dividir un angle donat en tres angles iguals
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El simbolisme de I’ estrella pentagonal

No seria res desgavellat preguntar-se per quina rao les estrelles que la humanitat a
observat des de sempre en el firmament han acabat representant-se mitjancant
pentagons estrellats. El sentit comu fa pensar que es deu al seu parpalleig, provocat
en la nostra percepcio per la variacio de densitat de I' aire i els fendmens atmosférics.
Sigui com sigui, poc a canviat aguest conjunt de circumstancies des dels primers
temps en que els nostres avantpassats comencgaven a escrutar els cels amb I’ intencio
de desxifrar els seus significats ocults. Les representacions d’ estrelles en forma de
pentagons estrellats sén molt antigues; s’ han trobat tant en tauletes mesopotamiques

com en jeroglifics egipcis.

El simbol de I' estrella pentagonal, anomenat pentalfa, va ser el distintiu dels
pitagorics, i servia per identificar els membres de la seva associacio secreta. Per a ells,
la péntada, és a dir el cinc, era el nimero de I' harmonia en la salut i la bellesa, doncs
suposava una equilibrada combinacié del dos, el primer namero par, o diada, i el tres,
el primer imparell complet, la triada. Com va escriure I’ escriptor i professor d’ estética
roma Matila Ghyka, “el pentalfa o pentagrama sera, doncs, a la vegada, el simbol de I
Amor creador i el de la Bellesa viva, de I’ equilibri en la salut del cos huma”, i voldria

afegir que, per extensié, també el simbol de I' ésser huma.

El pentalfa té una llarga historia com a simbol de societats secretes. Figura també

en I anagrama dels Rosacruz i amb freqiéncia, en els de les logies magoniques.
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L’ estrella pentagonal és una figura d’ alldo més comu al nostre voltant com imatge
grafica dels significats més dispars. Es el simbol de les estrelles de Hollywood en el
Passeig de la Fama de Los Angeles, i a la vegada, el simbol de molts partits
revolucionaris. Els seus cinc vertex representen el internacionalisme, associat cada un
amb un continent. En combinacié amb el color vermell, simbolitza el sofriment dels
oprimits en la seva lluita per la emancipaci6 i la sang que es derrama per aconseguir-
ho.

El seu poder simbolic ho fa protagonista de multitud de banderes, no només les que
professen una ideologia revolucionaria. Apunta en les banderes d’ alguns paisos de
religi® musulmana, com el Marroc, representant els cinc manaments de I’ Islam.
També sbén pentagonals les estrelles que indiquen cada un dels estats de la unié en la

bandera d’ Estats Units.
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2. Aplicacions de la proporcié auria en I’ art

2.1. Bellesa i perfeccié en I’ art

Al 1876 I' alemany Gustav Theodor Fechner (1801 — 1887), I' inventor de la
psicologia fisica, va fer un estudi estadistic amb persones sense experiéncia artistica,
a les que va demanar que escollissin el rectangle que els agradés més entre diversos,
incloent el quadrat. El rectangle auri i altres variants molt proximes van resultar

escollides per una destacada majoria.

Es molt senzill reproduir la prova de Fechner. Unicament s’ ha de seleccionar una
seérie representativa de persones i presentar davant d’ elles rectangles de diferents

tipus. La simple pregunta sobre la qual els hi agrada més, dona un resultat sorprenent.

Fechner també va realitzar meticulosos estudis estadistics sobre les proporcions en
el cos huma, i va concloure que “perquée un objecte sigui considerat bell des del punt
de vista de la forma ha d’ haver entre la part menor i la major la mateixa relacié que
entre la major i el tot”. Aquesta és la descripcié de la relacio auria. La ciéncia, a la fi,
semblava donar crédit a la idea de que la divina proporcié posseia una harmonia i una
bellesa intrinseques.

N ‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcié auria
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Rectangulo de 16/9,

como Jos PiBveE toleiores. Rectangulo de 36/24, como las fotos.

Rectangulo de J2, como las hojas DIN A. Rectangulo ®, el rectangulo aureo.

Molt abans d’ aix0, pero, artistes i arquitectes de totes les époques van arribar ja a
una conclusié semblant. La influencia de la seccido auria i les seves diferents
manifestacions pot trobar-se ja en la Grécia classica, pero la historia de la seva relacio
amb I' art hauria d’ arrencar, possiblement, amb el Renaixement i I' inici de la

teoritzacio rigorosa sobre I acte creatiu.
2.1.1. Ladivina proporci6 de Luca Pacioli

Luca Pacioli va viure en la Italia del segle XV i comencaments del segle XVI. Van
ser ell i Leonardo Da Vinci els responsables de posar el nimero d* or en I' orbita de la
bellesa i I’ art. Pacioli ho va fer en el seu llibre De divina proportione, escrit a finals del
1498. L’ obra es va publicar a Veneécia bastants anys més tard, al 1509, després de
que el seu autor realitzés tres manuscrits. Fins la versio final no van aparéixer capitols
fonamentals per la nostra petita historia, com el Tractato de la architectura, inspirat per

I arquitecte roma Vitruvio.

N ‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcio auria
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De divina proportione fixa les proporcions que es deuen complir per aconseguir la

bellesa excelsa, en forma de reflexid sobre la geometria. En I' obra apareixen els

‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcio auria

famosos dibuixos dels seixanta poliedres de ma del mestre Leonardo i també el seu

\o)



La proporci6 auria i la musica

celebérrim “Home ideal”, sobre la base de ®, que ha sigut objecte d’ innumerables
visites al llarg dels anys. D’ aquesta manera, conté els ingredient imprescindibles de
les obres tedriques de meés influencia en la cultura occidental: un moment, el
Renaixement; un lloc, Italia; i els protagonistes fonamentals, els artistes, arquitectes,

matematics i filosof que han escrit les pagines de la historia i de I' art europeu.
2.1.2. Leonardo: la perfeccio auria

Leonardo Da Vinci (1452 — 1519) és un dels maxims exemples en la historia de la
idea del geni. Les seves aportacions no es limiten a uns pocs camps del coneixement
huma, sind que abasten arees molt allunyades entre si: matematiques, fisica i quimica,
enginyeria, tecnologia, pintura, arquitectura, etc. La meravella de Leonardo és que va
ser excel-lent en tot el que va fer. Més tard o més aviat, les seves aportacions van
acabar tenint rellevancia en tots els camps que va cultivar. Es el prototip de I’ home del
Renaixement, que té interessos molt diversos i és competent en tots. L’ atraccié que
ha despertat el personatge al llarg del temps en tot el mén s’ explica per la seva
capacitat intel-lectual, perdo també per molts dels seus trets personals, que van
construir I' arquetip del geni que destaca en el seu temps. Per comencgar, la seva
personalitat no era res en comu, i molt menys en la seva época. Vegetaria, esquerra,
és diu que homosexual, estava tant absorbit per la idea del progrés irrefrenable que no
tenia prejudicis a I’ hora de vorejar o traspassar la legalitat en els seus experiments. A
la seva llegenda contribueix la seva tendéncia a I' hermetisme, doncs escrivia de
manera criptografica, amb I’ imatge especular de les lletres; i la seva produccié
artistica, escassa, perd enormement enigmatica, com la famosissima Gioconda, de la

gue tantes coses falten per conéixer amb certesa.

Els dibuixos i manuscrits de Leonardo es reuneixen en deu codexs conservats en
diferents museus europeus. Un esta en la col-leccié particular del magnat nord-
america Bill Gates, que va pagar per ell diversos milions de dolars. Si escrivim el nom
de Leonardo Da Vinci en qualsevol buscador d’ Internet, trobarem més de 12.400.000
pagines relacionades amb ell. Leonardo va ser un tedric de I art de la pintura, i un ferm
defensor de la seva imbricacié6 amb les matematiques. La seva obra Tratado de la
pintura comenca amb la frase: “Ningu llegeixi les meves obres que no sigui
matematic”. L’ obra va ser manuscrita cap al 1498, perd no es va publicar fins a

mitjans del segle segtient.

Leonardo només va fer una tasca d’ il-lustrador en De divina proportione, pero el
propi Pacioli parla en la seva obra de la importancia del geni en el terreny artistic. L’

autor diu: “Les piramides d’ aquest llibre, com les demes figures, sén també de la ma
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del meu compatriota anteriorment nombrat, Leonardo Da Vinci de Floréncia, al que mai
cap home ni tan sols s’ha aproximat en la ciéncia del dibuix”. Aquestes figures,
juntament amb L’ Home ideal, sén avui en dia veritables icones d’ un estat del
pensament que reuneix sensibilitat artistica i cientifica, I' ideal humanistic. Sovint, en
diferents moments de la historia quan apareix una persona que és un fenomen fisic en

gualsevol disciplina, se la compara amb el model de Leonardo en Divina proportione.

Leonardo va aplicar el coneixement cientific de les proporcions humanes als
estudis de Pacioli i Vitruvio sobre la bellesa. Seguint I' ideal renaixentista, L’ Home
ideal o I’ Home de Vitruvio, posa I' home en el centre de I’ univers, ja que esta inscrit
en un cercle i en un quadrat. La figura segueix les recomanacions del roma Vitruvio
(Marcus Vitruvius Pollio), I' arquitecte de Julio César que va viure en el segle | a.C. I
arquitecte, enginyer i tractadista roma va tornar a estar d’ actualitat en el Renaixement,
amb la traduccio i publicacié en 1486 de tota la seva obra escrita. En els decennis
seguents, les obres de Vitruvio van tenir multiples edicions en totes les ciutats italianes
de rellevancia. L’ arquitectura renaixentista les va prendre com a base per les seves

teories, i Leonardo va confessar sovint que el roma era la seva gran inspiracio.

Vitruvio dona referencies sobre la figura humana basada en raons simples. Diu que
I' altura és igual a la envergadura, i que un home tombat, a I'estendre bracos i cames,
descriu un cercle. Molts artistes van intentar recollir en una mateixa il-lustracio
aguestes tres formes: la figura humana, la quadrada i la circular, no sempre amb
resultats afortunats. Leonardo va trobar una solucié original i elegant, basada en que el
quadrat i la circumferencia tenen centres diferents. Els genitals son el centre del
quadrat i el melic és el centre de la circumferéncia. Les proporcions ideals del cos
huma que es desprenen d’ aquesta figura corresponen a la rad auria entre el costat del
quadrat i el radi del cercle. Aixi, la geometria uneix técnica i bellesa a través de la rad

auria.
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Les mesures ideals

L’ Home ideal representa les relacions aproximades normals en el cos huma d’ una
persona adulta, utilitzades des de la Grécia classica com canon artistic per representar

a la persona ideal. A continuacio, exposem les proporcions de manera clara:

Altura total = bracada (distancia entre les puntes dels dits amb els bragos oberts) = 8

pams = 6 peus = 8 cares = 1,618 x altura melic (distancia del terra al melic).

Com veiem, apareix finalment la relacié 1,618, una bona aproximaciéo a ®. Si
comprovem aquestes distancies en el nostre propi cos, amb tota seguretat ens
emportarem un disgust. Es dificil que ens aproximem a elles; sén les proporcions d’
una bellesa idealitzada. Hi ha una altra manera de comprendre el canon ideal de
bellesa: I' estadistica. Si comparem els mesuraments individuals d’ una mostra
significativa de persones amb les mesures ideals veurem que, com a mitjana, ens
aproparem bastant al canon de bellesa: I' ésser huma és ideal només com promig. El
matematic belga Lambert Adolphe Quételet (1796-1874) va ser un dels pares de I
estadistica moderna; en 1871 els seus estudis estadistics sobre les proporcions dels

homes europeus van confirmar per complet les relacions ideals.

A partir d° aqui es plantegen preguntes interessants. A quines proporcions
responen els canons de bellesa d’ altres civilitzacions, com I' hindd o la xina, les
diferéncies fisiques de les quals respecte als trets europeus es revelen a primera
vista? Segur que la bellesa és igual d’ ideal en les diferents cultures, pero, és la
mateixa idea? Les enquestes realitzades sobre mesures del cos huma en diferents
paisos i cultures han demostrat que tots som iguals. Per acabar de tancar el cercle,

’

existeixen estudis del mateix tipus sobre I' ensenyament en matematiques que
confirmen que les estructures mentals tampoc canvien al passar d’ un continent a un

altre.
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2.2. El nombre d’ or en la pintura

En el Renaixement, el desenvolupament de la perspectiva i la recerca de les
proporcions ideals per la bellesa van fer coincidir en el temps i en la dedicaci6 artistes i
cientifics. El moment de la codificacié de la perspectiva és també el principi de la
geometria projectiva, que els propis pintors renaixentistes fonamentaren al aconseguir
plasmar de manera realista els objectes tridimensionals en els seus quadres, és a dir,
en dos dimensions. Leonardo Da Vinci va jugar un paper fonamental en aquests éxits,

perd també ho farien Rafael o Durero.

Al 1435 va apareixer I’ obra fonamental de la perspectiva, el Tratado de la pintura,
de Leon Battista Alberti, en el que s’ explicaven els meétodes per aconseguir
representar la realitat. En ella van aparéixer idees que ho van canviar tot i que es van
convertir en les noves regles, com les expressades en les famoses frases “el primer
requisit per un pintor és conéixer la geometria” i “el quadre és la finestra oberta a

través de la que es veu I’ objecte pintat”.

L’ obsessié d' Alberti era la recerca de regles tedriques i practiques per guiar el
treball dels artistes, per aixo les seves obres estan repletes de nombrosos canons. En
De statuta exposa les proporcions del cos huma, en De pictura realitza la primera
definicié de la perspectiva cientifica i en De re aedificatoria descriu el seu concepte de
I arquitectura moderna, completament imbuit de la proporcié auria. La part
revolucionaria de les seves propostes és una constant del coneixement huma: la
barreja entre I' antic i el modern, que, en el periode renaixentista havia comencat ja

Filippo Brunelleschi.

Leonardo Da Vinci va continuar I' estudi de la perspectiva, amb ple auge i
desenvolupament formal i tedric en la seva época. El geni va afirmar que “la
perspectiva eren les regnes i el timé de la pintura”. La seva influéncia és clarament
identificable amb molts dels artistes que li van succeir, en particular Alberto Durero, qui
va estar igualment interessat en la investigacioé dels fonaments cientifics de la pintura.
Tot i que no es disposa de testimoni directe del Us de la proporcioé auria per part de
Leonardo, la composicié d’ obres com L’ dltim sopar es solapa de forma sorprenent

amb diverses figures auries; en especial, el rectangle.
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En aquesta obra el rectangle auri defineix tant les dimensions de la taula com la
disposicié al voltant de Crist i els seus deixebles. Amb el coneixement que ja tenim de
la proporci6é auria, podem constatar a simple vista que també la segueixen les parets

de I estancia i les finestres del fons.

Tampoc el retrat de la Gioconda esta exempt de la radé auria. Diversos estudis
mostren com el rostre de Mona Lisa, tant en el seu conjunt com en els seus detalls, s’

emmarca amb precisié en una elegant successio de diferents rectangles auris.
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En termes generals, els pintors renaixentistes influits — tan sols inconscientment —
per la proporcié auria només utilitzaren els rectangles auris per les proporcions a tots
els nivells de detall. El simbol pentalfa el va servir per la distribucié de I’ espai, regint
sobretot la col-locacié dels personatges. Amb el mateix proposit es va utilitzar també I
espiral auri. Un exemple d’ organitzacié a través de I' estrella pentagonal és La
Sagrada Familia, de Miguel Angel. La preséncia de ® en La flagelacion, de Piero della
Francesca, i en El naixement de Venus, de Sandro Botticelli, ofereix imatges d’ una
bellesa escruixidora. Tracar les figures que organitzen aquestes obres és un deliciés

desafiament.
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El més destacat continuador de I' estela de Leonardo va ser Alberto Durero. En
1525, Durero va publicar el primer llibre de matematiques escrit en alemany:
Instruccion sobre la medida con regla i compas de figuras planas y sélidas, conegut
popularment de manera molt més simple pel titol De la medida. El pintor i matematic
ofereix en ell la seva filosofia de la bellesa en I' harmonia de les proporcions: “La
bellesa consisteix en I' harmonia de les parts entre si i amb el tot [...] lo mateix que
cada part en si deu ser convenientment dibuixada, també la seva reunié deu crear una

harmonia de conjunt, [...] perqué als elements harmoniosos se€’ls té per bells”.
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De la medida descriu la construccié d’ un gran numero de corbes, com la concoide,
I" espiral de Arquimedes i I' espiral basada en la secci6 auria, també coneguda a partir
de llavors com I’ espiral de Durero. El llibre ofereix métodes exactes (i altres
aproximats) per construir poligons regulars; considera les piramides, els cilindres i
altres cossos solids, i estudia els cinc solids platonics, aixi com els solids semiregulars
d’” Arqguimedes, Durero tampoc va oblidar la construccié de les seccions coniques, com
la parabola. En conjunt, com veiem, la seva obra es pot considerar com I’ inici de la

geometria descriptiva.

Finalment, el llibre té una introduccio a la teoria de la perspectiva. Durero va fer
varis gravats en els que mostrava els aparells necessaris per aplicar-la en dibuixos del

natural.
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En quan als gravats de I’ artista, Melancolia | és potser el més conegut. En ell,
Durero mostra la seva pericia al tracar diferents objectes amb perspectiva, en
particular el que sembla ser un romboide, situat a I' esquerra. A la dreta apareix un
guadre magic, un quadre compost per numeros on la suma de les seves files,
columnes o diagonals és constant. El quadrat mostra dues xifres en la part inferior de

les files centrals que daten I’ obra: 1514.

Melancolia I, de Durero, y detalle del cuadrado mégico
en los que se puede apreciar la estrecha vinculacion de
la obra de Durero con sus conocimientos matematicos.

Passaran alguns segles perqué es renovi la relacié entre I' art i les matematiques.
El moment privilegiat va tindre lloc a I’ inici del segle XX, amb I' auge de I art abstracte.
Els historiadors de I' art Lucy Adelman i Michael Compton, van escriure sobre aquesta
epoca que “Abans que res havia un interés generalitzat per les geometries no
euclidianes i/o n — dimensionals... En segon lloc, el periode va senyalar la derrota de la
perspectiva i la seva substituci6 amb canons diversos menys sistematics. En tercer
lloc, els artistes feien Us de proporcions numeriques i de quadrants que, amb les
figures geomeétriques, s’ associaven a I’ idea de reduir I' art als seus elements
especifics. En quart lloc, apareixen en pintura elements que s’ extreien de textos de
matematica... Per Ultim, simples figures geomeétriques es van associar a les maquines i

als seus productes i d’ aquesta manera al progrés o a la modernitat”.

Va ser un moment d’ efervescéncia creativa d’ ambdues disciplines. En 1912 va
tenir lloc un esdeveniment revolucionari, com va senyalar el pintor i escultor suis Max

Bill: “El punt de partida d’ aquesta concepcioé es deu probablement a Kandinsky, que
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en el seu llibre Ueber das Geistige in der Kunst (De lo espiritual en I’ art) va posar en
1912 les premisses d’ un art en el que la imaginacié de I' artista es substituiria per la
concepcid matematica”. Piet Mondrien va expressar el canvi amb les paraules
seguents: “El neoplasticisme té les seves arrels en el cubisme. També se i pot
anomenar pintura abstracte - real, perqué lo abstracte (com les ciéncies matematiques
pero sense assolir com elles lo absolut) pot ser expressat per una realitat plastica en la
pintura. Aquesta és una composicio de planols rectangulars acolorits que expressa la
realitat més profunda, que arriba a través de la expressio plastica de les relacions i no
a través de I’ aparenga natural... La nova plastica planteja els seus problemes en

equilibri estétic i expressa d’ aquest mode la nova harmonia”.

S

Composicién suprematista, realizada en 1915 por Kasimir Malevich. Los pintores abstractos
también partian de la geometria para sus composiciones y en ellas la proporcion durea
volvia a aparecer.
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Max Bill va definir aguesta nova manera d’ entendre I art: “La concepcié matematica
de I' art no és la matematica en el sentit estricte del terme, inclos es podria dir que
seria dificil per aquest métode d’ utilitzar lo que s’ entén per matematica exacta. Es
més bé una configuracié de ritmes i relacions, de lleis que tenen un origen individual,
del mateix mode que la matematica té els seus elements innovadors originaris en el

pensament dels seus innovadors”.

Molts artistes destacats del segle XX tenen un fort sabor matematic; moltes obres
fonamentals tenen una concepcié matematica o utilitzen les matematiques com a font
d’ inspiraci6. No només destaca I’ omnipresent Escher, potser el més popular, sin6
moviments sencers, com el suprematisme o el cubisme. El subcorrent d’ aquest ultim
anomenat Seccid Auria es basava en la idea de la recerca de formes universals. La
Secci6 Auria del cubisme va estar liderada per Marcel Duchampe, i en ella participaren

nombres tan il-lustres com Le Corbusier, Juan Gris i Fernand Léger.
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2.3. La proporcio auria en I’ arquitectura

La proporcio auria s’ intueix en construccions humanes des dels antics egipcis, tot i
gque rarament pot assegurar-se que aixo obeiria a una preferéncia deliberada. L’ altura
i la base de la gran piramide de Keops, per exemple guarden entre si una intima
correspondéncia amb ®.

Els arcs de triomfs de la Roma classica ressegueixen la proporcié auria, com
també ho fan les tombes milicies i les esglésies de la antiga ciutat de Mira (I’ actual
Demre turca). Altres civilitzacions molt allunyades de la cultura classica semblen
coincidir en I’ estima per la radé d’ or. No molt lluny del llac Titicaca, juntament amb la
capital de Bolivia, La Paz, es troba la Puerta del Sol de Tiwanaku, monument regit

completament per ©.
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Sempre s’ ha considerat que, de totes les construccions de I' Antiguitat, I' exemple
més representatiu d’ Us classic de la proporcid auria en I' arquitectura ha sigut el
Partend. No en va, el nom modern de la secci6 auria, phi, és la inicial del constructor d’

aguest monument, Fidias. Pero, avui en dia aquest punt és objecte de discussio.
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Certament, la mitja i extrema rad va tenir la seva major valedora occidental en la
cultura grega, perd un presa de mesures sobre el terreny déna una quantitat de
inexactituds tant sorprenents que han acabat per aixecar-se les sospites en una part
considerable de la comunitat d’ experts. Es possible que en la historia de la cultura
occidental hagi hagut un intent de trobar la relacié auria en el disseny del Partené més
que un Us conscient per part dels seus constructors? Es el problema de la interpretacio
guan les dades so6n el convenientment ambigles; una questi6 que ha donat molt
treball a totes les civilitzacions. Sempre es poden contar 666 passos, escales,
polsades, entre dos punts qualsevol per justificar la pujada del dimoni des dels inferns
o la baixada del profeta des dels cels. D’ igual manera, prenen les mesures adequades
en qualsevol monument, sempre es pot trobar ® com a quocient, tot i que I’ arquitecte

no hi pensés en ella en la seva construccio.

Sens dubte, podem certificar com a Us conscients les manifestacions de la divina
proporcio en I’ Edat Mitjana, perqué sovint estan documentades. El pentagon regular o
el pentagon estrellat apareixen com a recursos de construccié durant tot aquest
periode. Les espectaculars rosasses de les catedrals gotiques son classics exemples
d’ ell.

Amb I' edicié traduida de Vitruvio, els tedrics de I' arquitectura renaixentistes
reivindicaren la necessitat de I' harmonia de les proporcions en les construccions
darrere de la bellesa. En I' apartat corresponent de La divina proporcion, Luca Pacioli

posa I’ home com a centre de totes les cosses: “Parlarem abans de la proporcio
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humana referent al seu cos i membre, doncs tota mesura amb les seves
denominacions es deriva del cos huma i en ell estan senyalades per el dit del Altissim
tota sort de proporcions i proporcionalitats que revelen els més intrinsec secrets de la
naturalesa”, per després utilitzar-ho com a mesura del mén: “l per aixd els antics,
considerant la deguda disposicié del cos huma, conformaven totes les seves obres,
sobretot els temples sagrats, d’ acord amb la proporcié d’ aquest cos, doncs en aquell
trobaven les dues figures principals sense les quals no era possible fer res, és a dir, la

circular... i el quadrat”.

En el llibre De re eadificatoria, el polifacétic Leon Battista Alberti (1404-1472)
afirma que la bellesa consisteix en 'harmonia de les parts entre si i amb el tot. Diu
Alberti que la bellesa “és el valor absolut de un organisme estétic, que irradia en
'anima humana una alegria interior, suscitant un acord irreemplacable entre 'home i
l'univers mitjangant el calcul matematic, el joc de les proporcions, o en termes presos

del Timeo de Plato, de les mitjanes pitagoriques”.

L’estreta relacié entre proporciéo i harmonia en 'ambit de la musica relacionen
aguesta cerca de la concordanga entre els elements d’'una construccié. La idea va
partir potser de la reflexi6 de Andrea Palladio (1508-1580), I'arquitecte venecia del
manierisme, que tanta influéncia tindria en el neoclassicisme. En la seva obra Cuatro
libros de arquitectura va considerar que les proporcions de les veus eren harmonies
per les orelles, mentre que les de les dimensions eren harmonies per als ulls:
“Aquestes harmonies solen complaure considerablement, sense que ningu excepte

aguells que estudien les causes de les coses sapiga per que”.

No només la Italia del Renaixement va practicar I'is de la rad auria en el disseny
dels seus edificis monumentals. La Universitat de Salamanca és la més antiga
d’Espanya (data del 1218) i la primera d’Europa que va tenir el titol d’'universitat. La
facana va ser reconstruida en el segle XV seguint l'estil plateresc, una fusié de
mudejar i gotic flamiger exclusiu del Renaixement espanyol. La relacié d’or precedeix

les seves proporcions.
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Arquitectura contemporania

Els avengos en les técniques de construccio i el desenvolupament de nous
materials van fer esclatar els limits per a la imaginacié dels arquitectes del segle XX. El
nord-america Frank Lloyd Wright (1867-1959) va ser un dels representants de
I'arquitectura organica. Poc abans de morir, com elegant cant dels signes i llegat
impagable per a la posteritat, va dissenyar la gran rampa d accés al Museu
Guggenheim de Nova York seguint una forma molt agosarada: 'estructura del nautil,

és a dir, d’'una espiral.

També l'arquitecte polonés Zvi Hecker (1931) va utilitzar dissenys en espiral en les
escoles Heinz-Galinsky de Berlin, construides en dates tant recents com 1995. Hecker
va partir del concepte d’un gira-sol, amb un cercle en el centre al voltant del que roten

tots els elements arquitectonics.

L’edifici és una combinacié d’una reticula octogonal i una concéntrica, intentant
respectar la simbiosi entre la rigidesa del pensament huma i el caos controlat del
natural. Imita a la planta, que segueix 'drbita del sol, perqué els seus raigs il-luminen

totes les classes al llarg del dia.
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El Quincy Park, situat en la ciutat de Cambridge, en Massachusetts (Estats Units),
esta replet de referéncies a 'espiral auria. Va ser dissenyat en 1997 per l'artista David
Phillips i es troba molt a prop del Clay Math Institute (CMI). EI CMI és el centre
d’investigacio matematic célebre, entre altres coses, pot oferir des de I'any 2000 un
miler de dolars per la resolucié de cada un dels set problemes del mil-lenni, escollits
pels més importants pensador dins del camp de la investigaci6 matematica. En el
Quincy Park es pot passejar entre estatues amb I'espiral auria i corbes de metall,
relleus de dos conxes i una pedra amb una arrel quadrada. Una placa d’informacio

sobre la rad auria, i inclds I'aparcament de bicicletes, utilitza el simbol de ®.
Le Corbusier

El trencador i radicalment modern Le Corbusier va voler estrényer la ma de Luca
Pacioli al llarg dels segles quan va dir d’ ell que també havia buscat en el passat. En
els temps del sistema metric, Le Corbusier va aspirar a fer la seva propia aportacié a
'exuberant historia del numero d’'or. Es va queixar de que el sistema métric havia
despersonalitzat els instruments de mesura i, per tant,s’havia perdut I'escala humana.
Per recuperar-la, va inventar la seva propia escala, basada en la proporci6 auria, pero
passada per el tamis dels temps moderns. Com resposta a ’home de Vitruvio, va idear
’home de modulor :"El metre, el centimetre, el decimetre no sén de I'escala humana,
el modulor , si. Vaig prendre les proporcions des del plexe solar fins al cap i al brag i
vaig trobar la seccié d’or alli, i vaig crear un sistema de dimensionament que va
respondre a les dimensions del cos huma. El vaig descobrir donant-me conte. No soc
pretensiés, perd és important i obre a la indUstria enormes possibilitats; és inatil i

modern..., és una innovacio sensacional”.
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Matila Ghyka va recollir la aportacié de Le Corbusier en el volum segon del seu
libre EI numero d’or en el que explicava que el rectangle auri “ha entrat triomfalment
en larquitectura a través dels planols recents del més célebre apostol i representant
de les noves tendéncies”. A continuacio va descriure els planols de l'arquitecte per al
Mundaneum de Ginebra. Le Corbusier va explicar que havia concebut el Mundaneum
com una ciutat rectangular, on la rad entre la longitud i la profunditat del rectangle és
donada per ®:” La secci6é auria defineix amb dos eixos [de creixement], aixi com els
costats del recinte general [...] El ritme estd ordenat d’acord amb la seccié auria,

mesura que ha determinat 'harmonia de tantes obres de tots els temps”.

Els anys de la Segona Guerra Mundial van detenir la construccié i es basaren
lamentablement en la feina oposada. Le Corbusier va dedicar aquests temps a la
teoria. Entre 1942 i 1948 va desenvolupar el modulor, un sistema de mesures per a
I'edificacio i el disseny de mobiliari domeéstic basat en la proporcié auria i en les
mesures d’'un cos del prototip saxé (1,82 metres d’estatura). El llibre El modulor es va
publicar en 1950 i va ser un éxit immediat. Va continuar en 1955: El modulor 2, que

adaptava les mesures del prototip llati (1,72 metres d’estatura).

El sistema del modulor reprenia I'ideal classic que pretenia relacionar de manera

directa les proporcions dels edificis amb les de 'home.
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2.4. La proporci6 auria en el disseny

La cal-ligrafia va comengar amb I utilitzacié de la impremta, i, com no, en el disseny
dels tipus d'impremta van intervenir vells coneguts de la nostra petita histdria, com
Luca Pacioli, Leonardo Da Vinci o Durero. En aquesta tasca van aplicar els mateixos
principis de proporcionalitat que regia la resta de les seves activitats. Al realitzar el
Libro de plegarias de 'emperador Maximiliano |, Durero va utilitzar la proporcié auria

tant en el text com en les decoracions laterals.

Sens dubte, des d’'abans de Guttenberg el format dels llibres contemplava una
aproximacié a la raé d’'or. La proporcié que es considerava més harmoniosa per als
llibres és 1:1,6 (també expressable com 5:8), perd es solia reservar per a les edicions
de luxe, doncs aprofita menys el paper. El format més habitual és el que es denomina

proporcié normalitzada, que és 1:1,4 (també expressable com 5:7).

Tot i que actualment a les generacions digitals tot aixo els pugui semblar batalles
d’altres temps, no es deu caure en la desmemoria. Encara avui en dia s’utilitza ® per
al disseny de pagines web. A més, el més important icona del disseny actual, el
reproductor d’arxius MP3 de la marca més famosa, que la meitat de la humanitat va

escoltant pel carrer, té les dimensions d'un rectangle auri.
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També son rectangles auris les capsetes de tabac, des de que una coneguda

|

marca va imposar aquest disseny en 1955 en una campanya de canvi d'imatge. En el
fons, el motiu era menys estétic que practic. Les actuals capsetes es construeixen amb

una enginyosa forma de plegat, que a més permet fer-li una tapa. Per aixd aquest ——
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disseny s’anomena flip-top box. El rectangle més gran de la capsa ortoédrica resultant
té unes dimensions de 8,5 X 5 cm, el quocient del qual és ®. El seu gran éxit el va

generalitzar i va ser copiat en tot el mon per totes les marques.

En el disseny de roba hi ha peculiars utilitzacions de la proporcié auria. Una
empresa nord-americana va dissenyar els seus texans amb ® apareixent en la corba
de la butxaca davantera, en les proporcions de la butxaca posterior, en la relacié entre

el repunt del maluc i la costura interior del pantalons.

Una altra manifestacié de la seva omnipreséncia fa saltar la proporcié auria al
terreny de joc. Els camps de futbol sén rectangles amb un modul aproximat de 1,52 en
la seva immensa majoria. Perd altres no ho sén, i un exemple destacat és el del Reial
Madrid Club de Futbol. El seu camp és un rectangle practicament auri, de modul 1,606

(les mesures s6n 106 X 66 metres).

Encara que no solen declarar ser conscients, molts dibuixants d’historietes també
utilitzen @ en els seus dibuixos. Si apliquem ® en una vinyeta que sigui un rectangle 5
X 3 cm, tindrem 5 cm: 1,618 =3,09cmi 3 cm : 1,618 = 1,85 cm. Aixi doncs, es poden

posar aquests resultats al rectangle de quatre formes diferents.

Es pot comprovar I'is de aquesta divisié en els treballs de molts dibuixants, al igual

que I utilitzacio de divisions pures de la vinyeta en una proporcié auria exacta.
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3.El nombre d’ ori la naturalesa

Imagina una forma molt senzilla, un rectangle, per exemple. Com pot créixer sense
perdre la seva forma? El sentit comd ens indica que hauria de créixer de manera
uniforme, és a dir, en la mateixa proporcié en totes direccions; com si pels costats
fossin elastics i s’anessin estirant poc a poc, amb cura. Tot i que sembli el més logic,
si mesuréssim el creixement segons aquest metode, veuriem que la forma del
rectangle (la relacio entre les longituds dels dos costats) no es manté constant, amb el

que perdria la seva forma.
3.1. Créixer conservant laforma

Per entendre el que significa exactament “conservar la forma”, pensem un moment
en I' ésser huma. Es conserven les seves proporcions? Tot el contrari, diriem que el
seu desenvolupament és un constant canvi de proporcions. Tot i que sempre
protestem per aixd, és una sort que ens transformem amb l'edat, per qué si
conservessim la forma que tenim al néixer tindriem greus problemes per mantenir el

cap dret.

Per una altra banda, vam veure també I'espiral auria, la diferéncia fonamental de la
qual amb altres espirals es que es va eixamplant a mesura que gira. El bioleg escocés
D’ Arcy Thomson (1860-1948), anomenat “El primer biomatematic”, va identificar que
la propietat d’alguns éssers vius d’augmentar per creixement terminals sense la
modificacié de la forma total és caracteristica de I'espiral logaritmica i de cap altre
corba matematica” Tota corba plana que parteix d’un pol fixe i de tal naturalesa que
I'area polar d’'un sector sigui sempre un gnomon respecte de I’ area precedentment

obtinguda, és una espiral logaritmica”.

Els insectes tracen una espiral auria quan s’apropen a un punt de llum. Si en lloc d’
allunyar-se d’un punt determinat, volem apropar-nos a ell conservant I'angle de gir,
només podrem fer-ho aixi. Les aus depredadores mantenen aquesta trajectoria quan
és llancen a cacgar. Es I’ inica manera en que poden aguantar el cap recte i sense
variar de posicio, aixi que sempre tenen un control visual sobre la presa i maximitzen

la velocitat.
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3.2. Laproporcio auria en els éssers vius

L’home ideal de Leonardo va suposar una primera reflexié sobre la presencia de ®
en el moén animal. A partir de llavors, la historia de l'art i de la ciéncia ha vist
nombrosos estudis sobre 'adequacio de diferents parts del cos huma a la proporcié
auria. Perd ja en I'Edat Mitjana la mesura humana s'utilitzava com a patré. Els
constructors de catedrals franceses utilitzaven un instrument de mesura consistent en
cinc fils articulats amb les longituds de la palma, la quarta, el pam, el peu i el colze,

gue corresponien a les magnituds del brag huma, a més de la longitud del peu.

Feto de Feto de Feto de Nifo de Nino de Nino de Adulto,
2 meses 7 meses 9 meses 2 anos 6 anos 12 anos 18 anos

Comparativa de la proporcidn entre el craneo y el cuerpo humano en las distintas etapas de crecimiento.

Totes aquestes longituds eren multiples d’'una unitat anomenada linia, que equivalia
a poc menys de 2,5 mm (amb més exactitud 2,247). La seglient taula mostra la
equivaléncia d’aquestes mesures amb la linia i amb les nostres unitats actuals. Es pot
comprovar que les linies sén termes successius de Fibonacci; per tant, la rad de cada
un respecte I'anterior sera ®, el que no deixa de ser sorprenent, doncs les mesures

inicials van ser preses en el cos huma.
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cuarta
palma
palmo
cuarta
pie
2
palma 3
Q
codo
palma 34 lineas 7,64 cm
cuarta 55 lineas 12,63 cm
palmo 89 lineas 20 cm
pie 144 lineas 32,36 cm
codo 233 lineas 52,36 cm

Lafil-lotaxis i la proporcié auria

La fil-lotaxis és una paraula d’origen grec, composta per phyllon , que significa
“fulla”, i taxis, que vol dir “ordre”, amb el que es defineix la disciplina de la botanica que
estudia la disposicié de les fulles sobre el tall, la qual, com veurem , segueix pautes
geomeétriques i numeriques. Aquesta disciplina permet descobrir algunes de les
manifestacions naturals més sorprenents per la intel-ligéncia del seu disseny, sovint

expressable amb termes matematics increiblement precisos.

Per comencar, es pot observar a simple vista en qualsevol planta que les fulles no
creixen mai una damunt de I'altra. Si ho fessin, s’ocultarien unes a unes altres al sol
que necessiten, aixi com la pluja o 'oxigen. A priori sembla simplement logic, pero si
ho pensem un moment es diria que revela una sort de consciéncia. El més
sorprenent, un analisi més especific de la disposicié de les fulles en la planta va

revelar sempre un patro, és a dir, una organitzacio.
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Els pensadors de la Grécia classica ja van advertir d’'algunes d’aquestes propietats,
pero seria Leonardo el primer en desentranyar les claus de la disposicié. El geni va
adonar-se de que les fulles es col-locaven seguint espirals al llarg del tall en grups de
cinc, el que indica que l'angle de gir de les fulles té a veure amb multiples de 1/5. Una
mica més tard, Kepler va observar que el pentagon tenia una preséncia important en
les flors, que sovint tenen cinc petals, o les fruites, les llavors de les quals sovint es

distribueixen un pentagon estrellat , com la poma.

La fil-lotaxis i les matematiques van comencar a aproximar-se en el segle XIX, de
mans del naturalista alemany Karl Schimper (1803-1867) i el cristal-lograf francés
Auguste Bravais (1811-1863). Ambddés van advertir la presencia de numeros
consecutius de la successio de Fibonacci en les pinyes. En els seus estudis van
desenvolupar la regla general dels factors de la fil-lotaxis, que podien ser expressats

com quocients dels nimeros de Fibonacci.

A partir de llavors, la successié de Fibonacci i la botanica van quedar unides. En
1968 el matematic nord-america Alfred Brosseau va fer un estudi amb 4290 pinyes de
deu especies diferents de pins de California i va poder comprovar que, amb la
insignificant excepcié de 74, totes les altres seguien la successio de Fibonacci, el que
suposa una coincidéncia del 98,3%. Com sol passar, passat el temps suficient, la
comunitat cientifica va tenir un altre atac d’escepticisme i va repetir I'estudi en 1992. El
botanic canadenc Roger V. Jean va ampliar I'estudi a 12750 observacions de 650

especies diferents. La successié de Fibonacci apareix en el 92% dels casos.

Les fulles de la majoria de les plantes de tall alt parteixen d’aquest ultim seguint un
espiral, i compleixen la llei de divergencia, que estableix que, per cada espécie de

planta, I'angle que formen dos fulles consecutives es constant i s’Tanomena angle de
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divergéncia . Aquest angle s’expressa en graus, com una fraccié en la que el
numerador és el numero de voltes al voltant del tall des de una fulla a la seglent, i el

denominador, el numero de fulles que es troba en aquest recorregut.

La série de Schimper-Braun , formada per els quocients entre un dels termes de
Fibonacci i el de dos llocs més endavant: a,,/a,;,, ens dona una classificacio de
moltes especies segons el seu angle de divergéncia. Si recordem que el quocient
entre dos termes consecutius, a,.,/a, , tendeix a ®, tindrem que la série anterior

tindra a 1/®? . El raonament matematic seria més o menys aixi:

an _ Qn Qpt1 li an Api1 _ li an li 1 1
= . - lim -—==lim — - lim —= ==
n—-oo n—oo n—oo d P D2
An+2 an+1  OGn+2 An+1 An+2 An+1 an+2

La pregunta realment dificil de contestar es: Com “saben” les plantes com han de
posicionar les seves fulles seguint el model de la successié de Fibonacci? Doncs bé, el
creixement es fa en la punta del tall, que té forma conica. Les fulles que creixen primer
i estan més a baix tendeixen a estar allunyades del tall de forma radial quan es veu la
planta des de d’alt, perqué alli el tall és més gruixut. Bravais va descobrir que les
noves fulles avancen rotant el mateix angle, aproximadament 137,5°. Si calculem
1 360°

360° =5 =5

(els 360° que corresponen a una volta completa per el limit al que convergeix la

successid anterior), s’obté justament 137,5° , que a vegades s’anomena angle auri .

Las hojas adyacentes del tallo de un girasol

se disponen con una distancia anqular de
aproximadamente 137,5° entre si, es decir,
cada una rota 137,5° con respecto a la anterior.
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Treballant en sentit invers, des de les matematiques fins la botanica, un equip de
cientifics liderat per N. Rivier va descobrir en 1984 que, utilitzant un algorisme
matematic amb un angle de creixement igual a I' angle auri, s’obtenen estructures
similars a gira-sols reals. La seva conclusi6 va ser interessant. SOn els propis
requeriments d’ homogeneitat i autosimilitud els que limiten de manera drastica les
estructures possibles, el que podria explicar la frequent aparicié dels nimeros de
Fibonacci i de la rad auria en la fil-lotaxis. Altres experiments amb camps magnétics

també mostren configuracions amb espirals auries.

En aquesta reparticio de llavors virtuals generada per ordinador, s’observa amb
claredat I'emergéncia d’'un gran numero d’espirals de diferent curvatura. EI nimero
d’espirals de longituds similar en un i un altre sentit solen ser termes successius de la

successi6 de Fibonacci.

o U ‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcié auria
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Aixi es va corroborar el classic experiment de 1907 del matematic alemany Gerrit
van Iterson, qui va afegir uns successius separats per 137,5° en espirals i va mostrar
que l'ull huma observa una familia de patrons espirals a favor i en contra de les agulles
del rellotge. El numero d’espirals en les dues families tendeixen a ser numeros de
Fibonacci consecutius. El gira-sol és la mostra més espectacular i millor coneguda
d’aquest fenomen. Quan es mira un gira-sol, es veuen espirals a favor i en contra a les
agulles del rellotge, formades per les llavors (les pipes de gira-sol); les quantitats de
cada una de elles son també termes consecutius de la successié de Fibonacci. Els
més freqlents son els parells 21 - 34, 34 - 55 89 — 144,

XA

52

XD

<>
25

22

5

Similar a les fulles és el succeit en les branques d’un arbre, que tampoc neixen
sobreposades, siné que de nou en espirals. La mida d’un arbre va variant al llarg de la
seva vida, pero el seu aspecte exterior és el mateix; es mantenen les proporcions
entre la seva altura i la longitud de les seves branques, aixi com les seves formes
relatives. Gracies a aix0 es pot distingir en la distancia unes espécies d'unes altres

sense haver d’ estudiar amb deteniment les seves fulles o la seva escorca.
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Flors i pétals

El nimero de pétals de moltes flors sol ser també algun dels termes de la successié
de Fibonacci, com en el cas de la lila (3), el ranuncle (5), I esperé (8), la caléndula (13)
o l'aster (21). Els diferents tipus de margarides tenen diferents nombres de pétals, pero

sempre s6n numeros de Fibonacci (21,34,55,89).

Un lloc comu en la historia d’amor és la pregunta a la margarita, pétal a pétal:
M’estima o no m’estima? Podria semblar que un matematic enamorat pot jugar amb
avantatge a 'hora de desfullar la margarida, perd no és aixi. Per sort, la naturalesa i
les successions de Fibonacci segueixen deixant espai per I'atzar i la incognita es
manté intacte; tot i que el nimero de fulles de la margarida sigui un terme de
Fibonacci, en la successio hi ha valors parells i imparells i no podem saber quantes
fulles tindra una margarida qualsevol. La pregunta romantica sempre seguira tenint

una resposta imprevisible.

Com passa en l'arquitectura, a vegades la preséncia de la proporcié auria en les
fulles i dimensions vegetals pot semblar més forcada que natural, pero els casos

rigorosament documentats no només sén sorprenents, siné molt suggerents i bells.
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Els nautils

L’espiral equiangular o auria de la forma als caragols i pot ser al seu exemple més
extraordinari €s els nautils o nautil (Nautilus pompilius). L’estructura del seu interior es
construeix afegint cameres de major mida cada cop perd sempre conservant la forma.

Sobre cada part de la closca que roman s’afegeix una altra nova, exactament igual

perd més gran.
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En I'estructura espiral del nautil influeixen també els moviments de turbulencia amb
velocitat d’expansio creixent, que podem observar en els remolins dels rius o0 en un
liquid que marxa per el desguas. A gran escala, aquesta es la disposicié de les

galaxies.

En la naturalesa apareixen altres tipus d’espirals, com la que forma un cuc al
enrotllar-se, en que lespiral és damplada constant. Es tracta d'un espiral
d’Arquimedes, que en realitat no té relaci6 amb ®. També hi ha en la naturalesa

estructures procedents de la forma pentagonal, com 'estrella de mar.
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22 PART. LA PROPORCIO AURIA EN LA MUSICA

Avui en dia, tots els quartets de corda i orquestres simfoniques utilitzen el
descobriment de Pitagores sobre les relacions dels niameros enters amb els tons
musicals. A més, des de l'antiga Grecia fins 'Edat Mitjana, la musica es considerava
una part de les matematiques, i els musics concentraven els seus esforcos en
comprendre la base matematica dels tons. El concepte de la “musica de les esferes”
va representar una sintesis fabulosa entre la musica i les matematiques, i en la
imaginacié de musics i matematics, va ordir la totalitat del cosmos en un gran disseny
que només podien percebre els escollits. En paraules del gran orador i filosof roma
Ciceron (prop del 106-43 a.C.): “Les orelles dels mortals estan plenes d’aquests so,
perd son incapaces d’escoltar-lo... Es el mateix que intentar mirar el Sol directament;
els seus rajos s6n més potents que els teus ulls.” No va ser fins al segle XIl quan la
musica es va deslligar de les prescripcions i formules matematiques. No obstant, en el
segle XVIII, el filosof racionalista alemany Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) va
escriure el seguent: “La musica és un exercici aritmétic secret i la persona que
s’entrega a ella no té present que estd manipulant numeros.” En aquesta mateixa
epoca, el gran compositor alemany Johann Sebastian Bach (1685-1750) va quedar
fascinat per un tipus de joc que pot jugar-se amb notes musicals i niameros. Per
exemple, Bach va encriptar la seva firma en algunes de les seves composicions
mitjangant codis musicals. En la notacié musical alemanya, B és Si bemoll, de manera
gue Bach va poder lletrejar el seu nom en notes musicals de la segiient manera: B (Si
bemoll), A (La), C (Do), H (Si natural). Una altra encriptacio utilitzada per Bach, que es
basa en la gematria. Siagafem A=1, B =2, C = 3,etc., B-A-C-H =14 i J-S-B-A-C-H =
41 (Perqué en l'alfabet alemany de I'época de Bach la | i la J eren la mateixa lletra). En
el seu entretingut llibre Bachanalia (1994), Erich Altschuler, matematic i entusiasta de
Bach, ofereix nombrosos exemples de I'aparicié del 14 (BACH en codi) en la musica
de Bach que, creu, van ser col-locats a proposit per el music. Per exemple, en la
primera fuga, la Fuga en Do Major, del Primer Llibre El Clave Bien Temperado, el tema
té catorze notes. A més, de les vint-i-quatre entrades, vint-i-dos arriben fins al final i
vint-i-tres quasi fins al final. Només la catorzena entrada conclou molt abans del final.
Segons les especulacions de I’ Altschuler, 'obsessié de Bach per encriptar la seva
firma en les composicions seria familiar a la dels artistes que incorporen el seu propi
retrat en els llencos o a la dels cameos d’ Alfred Hitchcock en cada una de les seves

pel-licules.
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Donada aquesta relacié historica entre la musica i els nUmeros, la pregunta natural
gue hauria de fer-se és si la proporcié auria (i els nimeros de Fibonacci) van influir en

el desenvolupament dels instruments musicals o en la composicié musical.

El violi és un instrument en el que apareix normalment la proporcié auria.
Generalment, la caixa de ressonancia del violi conté dotze o més arcs de curvatura (el
que provoca la curvatura del violi) en cada costat. L’arc pla de la base sovint esta

centrada en la seccié auria que marca el centre de la linia.

Alguns dels millors violins van ser construits per Antonio Stradivari (1644-1737) en
Cremona, Italia. Els dibuixos originals indiquen que Stradivari va dedicar un especial
atencio a col-locar els “ulls” dels orificis en forma de f geometricament en posicions
determinades per la proporcié auria. S6n pocs (si es que hi ha algu) els que creuen
que l'aplicacio de la proporcié auria és la responsable de la superior qualitat del violi
Stradivarius la major part de les vegades, els potencials ingredients “secrets” citats sén
el vernis, la cola, la fusta o I'habilitat de I'artesa. Molts experts coincideixen en senyalar
gue la popularitat dels violins del segle XVIII en general prové de la seva adaptabilitat
per I'is en grans sales de concert. La major part de aquests experts, també sol
comentar que no existeix cap “secret” en els violins Stradivarius; tan sols sén obres
d’art inimitables, la suma d’'una série de parts realitzades mitjangant un domini

artesanal suprem.

(@) ‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcié auria

N
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Un altre instrument musical que sol se relacionat amb els nimeros de Fibonacci és
el piano. La octava d’'un teclat esta formada per tretze tecles, vuit blanques i cinc
negres. Les cinc negres formen a la seva vegada un grup de dos i un altre de tres
tecles. Els numeros 2,3,5,8 i 13 resulta que sobn tots ells nUmeros consecutius de
Fibonacci. La preponderancia de I'escala en Do maijor, per exemple, es deu, en part, a
gue si es toca amb les tecles blanques. De totes maneres, la relacio existent entre les
tecles del piano i els nimeros de Fibonacci probablement és un tema introduit en la
discussiéo només per desvirtuar-la. En primer lloc, observem que I'escala cromatica,
fonamental per la musica occidental, en realitat esta formada per dotze semitons i no
tretze. La mateixa nota, C (Do) , es toca dues vegades en 'octava per indicar que s’ha
completat el cicle. En segon lloc, i el que és més important, la disposicio de les notes
en dues fileres, amb el sostinguts i bemolls agrupats de dos i tres tecles en la fila
superior, es remunta a principis dels segle XV, molt abans de la publicacié del llibre de

Pacioli i molt abans de qualsevol estudi seriés sobre els nombres de Fibonacci.

De la mateixa manera que els numerolegs auris afirmen que la proporcié auria té
propietats estétiques especials en les arts visuals, també li atribueixen efectes
particularment plaents en la muasica. Per exemple, els llibres sobre la proporcié auria
sostenen que s6n molts els que consideren a la sisena major i a la sisena menor,
ambdues relacionades amb la proporcié auria, els dos intervals musicals més plaents.
Un to musical pur es caracteritza per una frequiéncia fixa (es mesura per el nimero de
vibracions per segon) i per una amplitud fixa (la qual determina el volum instantani). El
to estandard utilitzat per I'afinacié és A (La) la qual vibra a 440 cops per segon. Es pot
obtenir una sisena en La major de la combinacioé de La amb Do, i aquesta ultima nota

es produeix amb una frequéncia d’'unes 260 vibracions per segon. La proporcié de
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ambdues notes, 440/260, es redueix a 5/3, la proporcié de dos numeros de Fibonacci.
Es pot obtenir una sisens menor d’'un Do alt (528 vibracions per segon) i un Mi (330
vibracions per segon). En aquest cas la proporcié 528/330 es redueix a 8/5, el que
també resulta una proporcié de dos numeros de Fibonacci i també molt propera a la
proporcioé auria. De totes maneres, com passa a la pintura, també en aquest cas, el

concepte del “interval musical més plaent” resulta bastant ambigu.

Els instruments musicals amb notes fixes, com el piano, s’afinen segons una
“escala temperada” que va popularitzar Bach i en la qual cada semito té una proporcio
de frequencia igual al seglient semitd, el que fa que sigui més facil de tocar en
qualsevol tecla. La proporcio de dues frequiéncies adjacents en un instrument de vent

temperat és 22

(la dotzena arrel de 2). De fet, els seus origens es poden trobar a
I'antiga Gracia. Recordi que una octava s’obtenia al dividir una corda en dos parts
iguals (una proporcié de frequéencia de 2:1) i una quinta mitjangant una proporcio de
frequéncia 3:2 (basicament utilitzant dos tercos d’'una corda). Una de les preguntes
que més va intrigar als pitagorics va ser si al repetir el procediment per crear una
quinta (aplicant la proporcié de frequiencia 3/2 de forma consecutiva) es podia generar
un numero sencer d’octaves. En termes matematics, aixo és el mateix que preguntar:
Existeixen dos nimeros sencers n i m tals que (3/2)" sigui igual a 2"? Sembla ser que,
tot i que no existeixin dos nimeros sencers que encaixin perfectament en aquesta
igualtat, n=12 i m=7 s’apropa molt degut a la coincidéncia de que 2*? es practicament

igual a 3¥*°

(la dinovena arrel de 3). Les dotze freqiéncies de I'octava sén, per tant,
totes elles poténcies aproximades de la proporcié de freqiiéncia basica 2'*2. Per cert,

resulta extraordinari que la proporcié de 19/12 sigui igual a 1,58, no massa lluny de ®.

Una altra forma en que la proporcié auria podria, en principi, contribuir a la
satisfaccid d’'una peca musical és a través del concepte d’equilibri proporcional. No
obstant, en aquest cas, la situacié és una mica més tramposa que en el de les arts
visuals. Una pintura poc proporcional destacara a linstant grotescament en una
exposicio. En el cas de la musica, per el contrari, hem d’ escoltar la pe¢a completa
abans de jutjar. Sens dubte, no existeix cap dubte de que els compositors
experimentats dissenyen l'estructura de l'obra de tal manera que no només les
diverses parts encaixin entre si, siné que cada una de elles ailladament es converteixi

en un perfecte espectacle de 'argument musical.

Hem presenciat molts exemples en que els entusiastes de la proporcié auria
escrutaven les proporcions de nombroses obres de les arts visuals per descobrir

aplicacions potencials de ®. Aquests aficionats han realitzat escrutinis similars amb ——
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composicions musicals. Els resultats son molt semblants: juntament amb algunes
utilitzacions reals de la proporcié auria com a sistema de proporcions, trobem multitud

de conceptes erronis.

Paul Larson, de la Universitat de Temple, va firmar al 1978 que havia descobert la
proporcié auria en la musica occidental més antiga registrada: les salmodies “kyrie” de
la col-lecci6 de cants gregorians coneguts com Liber Usualis. Les trenta salmodies
kyrie de la col-lecci6é cobreixen un periode de més de sisents anys, comencant per el
segle X. Segons Larson, havia trobat un “esdeveniment” significatiu (el comengament i
final d’'una frase musical) en la separacid en proporcié auria de 105 de les 146
seccions dels kyries que havia analitzat. En absencia de cap justificacio historica que li
donés suport ni de cap rad fonamental convincent per I'is de la proporcié auria en

aquests cants.

En general, comptar notes i pulsacions revela varies correlacions numeériques entre
diferents seccions de I'obra musical, pel que fa aix0, I'analista s’enfronta a una
temptacié comprensible que el pot portar a concloure que el compositor va introduir
relacions numeriques. De fet, sense una base documental solida (que molt sovint

trobem a faltar), aquestes afirmacions resulten dubtoses.

En 1995, el matematic John F. Putz del Alma College, Michigan, va intentar
esbrinar si Mozart (1756-1791) havia utilitzat la proporcié en els vint-i-nou moviments
de les seves sonates® per a piano compostes per dues seccions marcades.
Generalment, aquestes sonates estan compostes per dues parts: I' Exposicio, en la
qual s’introdueix per primer cop el tema musical, i el Desenvolupament i Recapitulacio,
on es desenvolupa i torna al tema principal. Donat que les peces musical estan
dividides en unitats de temps iguals anomenats compassos, Putz va examinar les
proporcions del nombre de compassos de les dues seccions de les sonates. Mozart,
qui “només va parlar i pensar sobre xifres” durant el temps que va assistir a I'escola
(segons el testimoni de la seva germana), probablement es tracti del millor candidat
per la utilitzacid de les matematiques en les seves composicions. De fet, molts articles
anteriors han proclamat que les sonates per a piano de Mozart reflecteixen la
proporcié auria. Els primers resultats de Putz semblaven molt prometedors. En la
Sonata n°1 en Do Major, per exemple, el primer moviment esta compost per seixanta-
dos compassos en el desenvolupament i recapitulacio i trenta-vuit en la exposicio. La

proporcié 62/38=1,63 s’apropa bastant a la proporcié auria. De totes maneres, un

6 - . s ) . " " .
CompOSICIO musical que, per oposicio a la cantata, es per a esser sonada" amb instruments.
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examen detallat de totes les dades van convencer a Putz de que Mozart no va utilitzar
la proporcié auria en les seves sonates, ni tampoc va quedar clar per que la simple
questioé dels compassos proporcionava un efecte plaent. Per tant, sembla que tot i que
s6n molts els que creuen que la musica de Mozart és realment “divina”, la “proporcio

divina” no forma part d’ ella.

Un famos compositor que si que pot haver utilitzat la proporcié auria de forma
extensa és el hongarés Béla Barték (1881-1945). Bartdk, un virtuds pianista i
folklorista, va fusionar elements d’altres compositors que admirava (incloent-hi a
Strauss, Liszt i Debussy) en musica popular, per crear una masica altament personal.
En una ocasié va comentar que “el mén melddic dels seus quartets de corda no
difereix massa de les cancons populars”. La vitalitat ritmica de la seva musica,
combinada amb una simetria formal ben calculada, es van unir per fer de Bartok un

dels compositors més originals del segle XX.

El musicoleg hongarés Ernd Lendvai va investigar sense descans la musica de
Bartdk i va publicar molt llibres i articles sobre el tema. Lendvai assegura que “a partir
de I'analisi estilistic de la musica de Bartdk, he pogut concloure que I'element principal

de la seva técnica cromatica es deu, en tots els casos, a les lleis de la seccio auria”.

Segons Lendvai, I'habilitat de Barték amb el ritme de les seves composicions
proporciona un exemple excel-lent de la utilitzacié de la proporcié auria. Mitjancant
I'analisi de la fuga de Musica per a corda, percussio i celesta, per exemple, Lendvai
mostra que els vuitanta-nou compassos del moviment estan dividits en dues parts, una
amb cinquanta-cinc compassos i una altra trenta-quatre, per la punta piramidal (en
terme de volum) del moviment. Les seglents divisions ven emmarcades per la
col-locacié i extraccié de la sordina’ dels instruments i per altres canvis textuals. Tots
els nUmeros de compassos son numeros de Fibonacci, amb les proporcions de les
parts majors (55/34) properes a la proporcio auria. De forma similar, en la Sonata per
dos pianos i percussio, els diversos temes desenvolupats en Fibonacci/Proporcié auria

s’ordenen segons el numero de semitons.

7 ~: - . - . Lo . . , .
Dispositiu que serveix per a modificar o disminuir la sonoritat en els instruments musics.
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89 compases en total

aqui sube

55 compases i 34 compases
T

cuerda quita sordina cuerda coloca sordina

34 compases ‘ 21 compases 13 compases¢ 21 compases
/\/\-"\1/\/\’-\/'\/\—-—-"~\
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Nt e NN
21 compases 13
(tema) 4

compases [ compases

cambia textura

Molts musicolegs no accepten I'analisi de Lendvai, i aquest mateix va admetre que
Barték no va dir res 0 molt poc sobre les seves propies composicions a la firma:
“deixeu que la meva musica parli per mi; no reclameu els drets de cap explicacié de
les meves obres.” El fet de que Bartok no deixés cap esbods que indiqués si va derivar
els ritmes i escales numéricament converteix suggestiu qualsevol analisi. A més,
Lendvai eludeix la pregunta de si Barték va utilitzar la proporcié auria de forma
consistent. El musicoleg hongarés Laszlo Somfai, en el llibre Béla Bartok: Compostion,
Concepts and Autograph Sources, descarta totalment la possibilitat de que Bartdok
utilitzés la proporcié auria. Mitjangant un analisi detallat d’'unes 3600 pagines (que el
van mantenir ocupat tres decades) Somfai conclou que Barték va composar sense cap
teoria musical preconcebuda. Altres musicolegs, inclos Ruth Tatlow i Paul Griffiths,

també qualifiquen I'estudi de Lendvai com “dubtés”.
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Leitmotiv

Tema principal
. M~

i

leitmotiv 3+5=8
tema principal 5+8=13
tema secundario 13,21

En I’ interessant llibre Debussy in Proportion, Roy Howat, de la Universitat de
Cambridge, suggereix que el compositor francés Claude Debussy (1862-1918), les
innovacions harmoniques de les quals van tenir una profunda influéncia en
generacions de compositors, van utilitzar la proporci6 auria en nombroses
composicions. Per exemple, en el solo de piano titulat Reflets dans I'eau (Reflexes en
I'aigua), una part de la série Images, la primera represa del rondé® es produeix en el
compas 34, és a dir, en el punt de la proporcié auria entre el comengament de la peca i
I inici de la seccié climatica darrere el compas 55. Tan 34 com 55 soén, per suposat,
nameros de Fibonacci, i la proporcié 34/21 és una bona aproximacié a la proporcio
auria. La mateixa estructura es repeteix en la segona part, la qual es divideix en una
proporcid 24/15 (igual a la proporcié als dos numeros de Fibonacci 8/5, de nou a prop

de la proporci6 auria).

8 .., . . .
Composicié generalment instrumental, derivada del rondeau de la darreria del segle XVIIl, que es basa ——
en l'alternanca d'un refrany en principi invariable i episodis diversos.
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55
Modulacién a Eb
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Primera repeticion de A 70

Segunda repeticion de A

Howat va trobar divisions similars en els tres esbossos simfonics La Mer (El mar), en la

peca per a piano Jardins sous la Pluie (Jardins sota la pluja) i en altres obres.

Coneixent la historia de La Mer, es dificil creure que Debussy utilitzara algun
disseny matematic en la composicié d’aquesta pega en concret. Debussy va comencgar
La Mer en 1903, i en una carta que va escriure el seu amic André Messager diu:
“potser no sapigues que el meu desti era ser mariner i que només l'atzar ha volgut
dirigir-me en una altra direcci6. Sens dubte, continuo sentint una gran passio per ell (el
mar).” En el moment en que va acabar La Mer, 1905, la seva vida havia experimentat
un tomb. Havia abandonat a la seva primera dona, Lily (el seu nom auténtic era
Rosalie Texier), per la fascinant Emma Bardac; Lily va intentar suicidar-se, i tan ella
com Bardac van portar el compositor davant dels tribunals. A I'escoltar La Mer —
probablement la seva obra més personal i apassionada— ,podrem percebre no només
un retrat musical del mar, potser inspirat en el treball del pintor anglés Joseph Mallord
William Turner, siné també una expressié del tumultués periode de la vida del

compositor.

Donat que Debussy no va dir molt sobre la seva técnica compositiva, hi ha una
clara distincié entre el que deu ser una interpretacio forcada imposada a la composicio
i la intencio real i conscient del compositor (el que encara no sabem). Per donar suport
a aquest analisi, Howat va confiar sobre tot en dues evidéncies circumstancials: la
relacio de Debussy amb algun dels pintors simbolistes que sabem que estaven
interessats en la proporcié auria i una carta que va escriure I'agost de 1903 al seu
editor, Jacques Durand. En aquesta carta, que acompanyava a les proves corregides
de Jardins sous la Pluie, Debussy parla d’'un compas que faltava en la composicié: “De

I’”

totes maneres, es necessari, en quant al numero; el niumero divi.” La implicacié d’aixo
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no és unicament que Debussy fos construint la seva estructura harmonica amb
nameros amb general siné que el “numero divi” (suposant que es relaciona amb la

proporcié auria) jugava un paper important.

Howat també suggereix que Debussy estava influit pels escriptors del matematic i
critic d’art Charles Henry, qui tenia gran interés en les relacions numeriques inherents
a la melodia, harmonia i ritme. Les publicacions de Henry sobre estética, com
Introduction a une esthétique scientifique (Introduccié a una estética cientifica; 1885),

atorgaren un paper central a la proporci6 auria.

Es probable que no sapiguem mai en tota seguretat si aquest gran pilar del
modernisme francés va pretendre realment utilitzar la proporcié auria per a controlar
les proporcions formals. Un dels seus pocs estudiants de piano mademoiselle Worms
de Romilly, va escriure en una ocasié que “sempre es lamentava de no haver-se
dedicat a la pintura en lloc de la musica”. L’estética musical altament original de
Debussy va poder haver-se recolzat, fins a cert punt en l'aplicacié de la proporcié

auria, pero és evident que aquesta no va ser la principal font de la seva creativitat.

Només com a curiositat, els noms de Debussy i Bartok estan relacionats amb una
anécdota sorprenent. Durant una visita del jove compositor hongarés a Paris, el gran
professor de piano Isidore Philipp es va oferir per presentar a Barték al compositor
Camille Saint-Saéns, en aquella época considerat una gran celebritat. Barték va
refusar I'oferiment. Llavors, Philipp li va oferir presentar-li el gran organista i compaositor
Charles-Marie Widor, perd Bartdk va tornar a refusar I'oferiment. “Bé”, li va dir Philipp,
“Si no vol conéixer a Saint-Saéns ni a Widor, aqui 'agradaria conéixer” “Debussy”, va
contestar Bartok. “Perd si es un home horrible”, va dir Philipp. “Odia a tot el mén i
segur que sera descortés amb voste. Vol que l'insulti?” “Si”, va contestar Bartok sense

dubtar-ne.

La introduccié de tecnologies d’ enregistrament i la musica per ordinador en el
segle XX van accelerar els calculs numeérics precisos i, per tant, van estimular la
musica basada en numeros. El compositor austriac Alban Berg (1885-1935), per
exemple, va construir tot el seu Kammerkonzert al voltant del numero 3: unitats de
trenta compassos amb tres temes amb tres “colors” basics (piano, violi i vent). El
compositor francés Olivier Messiaen (1908-1992) va utilitzar nUmeros conscientment
(per determinar el nimero de moviments, per exemple) en les construccions ritmiques.
Sens dubte, quan en 1978 se li va preguntar especificament sobre la proporcié auria,
va negar que hagués fet us d’ ella. EI compositor colorista, matematic i professor

Joseph Schillinger (1895-1943) va exemplificar per la seva propia personalitat i
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'ensenyament de la visié platonica de la relacié entre les matematiques i la musica.
Després d’estudiar en el Conservatori de San Petersburg, i donar classes i composar
en les académies estatals de Jarkov i Leningrad, es va establir als Estats Units en
1928, on es va convertir en professor tant de matematiques com de musica en varies
institucions, incloent-hi la Universitat de Columbia i la de Nova York. ElI famés
compositor i pianista George Gershwin, el clarinetista i director d’'orquestra Benny
Goodman i Glenn Miller van ser tots ells estudiants de Schillinger qui creia firmament
en la base numérica de la musica i, de forma concreta, va desenvolupar un Sistema de
Composicié Musical en el que notes successives de la melodia, seguien intervals de

Fibonacci al ser contats en unitats de semito.
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Per a Schillinger aquests salts de Fibonacci de les notes, transmetien el mateix sentit
d’harmonia que les proporcions fil-lotactiques de les fulles en el tall que transmetien als
botanics. Schillinger va trobar “musica” en els llocs més estranys. En Joseph
Schillinger: A Memoir , la biografia escrita per la seva viuda, I'autor explica la historia
d’una excursié en cotxe durant una tormenta: “Els cops de la pluja tenen un ritme i els
neteja parabrises un model ritmic. Aixd es art inconscient.” Un dels intents de
Schillinger per a demostrar que la musica podia estar basada completament en
formulacions matematiques va ser especialment divertit. Va copiar les fluctuacions del
mercat de valors del New York Times en paper quadriculat, traslladant les pujades i
baixades a intervals musicals proporcionals, i va demostrar que es podia obtenir una

composicio similar algunes de les del gran Johann Sebastian Bach.

El critic musical vienés Eduard Hanslick (1825-1904) va expressar la relacio
existent entre la musica i les matematiques de forma espléndida en el seu llibre The

Beautiful in Music:

La “musica” de la naturalesa i la musica de 'home pertanyen a dues categories
diferents. La traduccié d’una a una altra passa per la ciéncia de les matematiques. Una

proporcié important i fecunda. No obstant, ens equivocarem si pretenem construir-lo
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del mateix mode en que 'home va formular el sistema musical seguint calculs
predeterminats, ja que el sistema deriva de I'aplicacidé inconscient de conceptes
preexistents sobre la quantitat i la proporcio, a través de processos subtils de mesura i
calcul;

perd les lleis per les que es governa aquest Ultim es demostraren,
consequentment, mitjangant la ciencia.

OBRES REPRESENTATIVES

1.1. Johann Sebastian Bach

PRELUDIN°®.5ENREM  BWV 850

Analisi de la proporcid ( seccid aurea ) enel Preludien ReM BWV850

de J.S.Bach
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El Preludi n © 5 en Re major BWV 850 sén dos rapids perpetuum mobile °en

semicorxeres regulars que desemboquen en un breu i brillant recitatiu.

Es un preludi'® de 35 compassos en la tonalitat** de Re M, que utilitza dues figures

rellevants durant tot el preludi.

El podriem dividir en dos segments, els primers tretze compassos i els vint-i-un
restants. En els primers tretze compassos segueix la proporci6 d° una manera
harmonica®?, ja que en el tercer compas anticipa la dominant que no arriba fins al
cinqué compas, els vuit compassos restants sén modulacions®® pels acords de la
tonalitat. En el tretzé compas torna a Re M, la tonica, per confirmar I’ tltima modulacié

i final del primer segment.

La segona part del preludi comenga amb una série de vuit compassos on segueix
modulant com anteriorment dins de la tonalitat de Re M, fins arribar als tretze
compassos on s’estableix a la tonica. Els Ultims nou compassos utilitza un pedal** de

dominant, per crear una tensié que concloura en Re M.

Com podem observar, utilitza la série de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 sobretot
en I" ambit dels compassos i I' harmonia. El preludi no té els 34 compassos exactes,
perd si observem la partitura, veiem que I' antepenultim compas no formaria part de I

analisis, ja que serveix d’ enllag per concloure amb un final brillant.

9 ;. . . .
Peces de musica, o parts de peces, caracteritzades per un corrent continu i fixa de notes, usualment en
un tempo rapid.

10 . . . . . . .
Peca musical breu, de forma lliure, sovint per a instruments de teclat, que als s. XVI i XVII solia precedir
una obra més extensa i complexa.

™ Organitzacié jerarquica dels sons amb relacié a una nota de referéncia, I'anomenada tonica en el
sistema major-menor, com a punt d'atraccié de tots els sons utilitzats.

12 o . e . .
Reproduccio d'un moviment melddic i dels seus acords corresponents (0 model) a intervals regulars
ascendents o descendents (progressio).

13 ., , . , . . ,
Acci6 de passar d'una modalitat o d'una tonalitat a una altra. La modulacié es pot efectuar d’ una
tonalitat als seus tons veins o a uns altres de més allunyats.

14 P L.
Nota que es prolonga durant un temps, generalment en el baix, i que no forma part necessariament dels
acords que constitueixen les altres veus.
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1.2. Béla Bartok

MUSICA PER A CORDA, PERCUSSIO | CELESTA (Primer moviment)

Bartok: Music for String Tnstruments, Percussion and Celeste I, Fugwue  graphi Ipsis by Solk
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El seu treball és exhaustiu per arribar al primer moviment, a la realitzacié exacta del
nombre d'or, Barték, compositor hongarés considerat un dels grans creadors del
llenguatge musical del segle XX, tria la fuga® com a forma musical per al primer

moviment d'aquesta obra.

Per escoltar la fuga, hem de tenir en compte que comenca amb I'exposicié d'un
tema o0 subjecte que ha d'aparéixer successivament en quatre veus o entrades
diferents. Al subjecte li segueix una resposta o episodi. Cada veu s'esta desenvolupant
mitjancant episodis 0 motius que ha extret del subjecte principal fins arribar a I'estret,

on s'acumulen les veus i tot es torna més dens.

El procediment utilitzat pel compositor consisteix a realitzar un dificil sistema de
relacions intervaliques, o distancies numeriques entre notes; des d'aquesta numeracio,
realitza una escala de Fibonacci, és a dir, assigna un ndmero a cada nota que li

permetra construir el subjecte de la fuga utilitzant aquests sons.

15 . L. <. - .,
Forma musical contrapuntistica monotematica, de desenvolupament complex, basada en la imitacié del ——
tema.
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Realitza la fuga en un total de 89 compassos. En els primers 55 genera la tensio
que ha de portar tota fuga des de l'exposicié del tema fins al punt culminant, per
concloure 34 compassos més tard. En el moment de culminacié de l'estret tenim
exactament el numero d' or. Després Bartok porta magistralment la fuga en
decadéncia fins al final, moment en que apareix la celesta, instrument de tecla amb so

similar al d’ un carill6.
Les cordes es troben dividides en dos grups:

e Grup 1 - violins primers i segons, violes primeres, violoncels primers i
contrabaixos primers.
e Grup 2 - violins tercers i quarts, violes segones, violoncels segons i

contrabaixos.

En aquest primer moviment no utilitzen el piano ni l'arpa i les percussions només
intervenen en circumstancies especials: la gran caixa en el compas 56, els plats en 2,
enl'lienel52, elstimbals en 4, del 34 al 38, i la celesta en una intervencié amb 144

fosses, on el color instrumental esta, doncs, gairebé il-limitant les cordes.

Les cordes, estan dividides en dos grups i, en iniciar el tema, entren les violes

primeres i segones on es produeix, per la seva diferent situacio, un efecte "estereo".

El primer moviment, é€s tranquil, s'inicia amb I'enunciat del tema amb les violes
primeres i segones, amb sordina. El tema es troba dividit en quatre seccions o cél-lules
separades per pauses de corxera. Al seu torn aquestes quatre cel-lules s'agrupen en
dues frases (A i B), la primera creant una tensié que es resol en la segona. En la frase
A es recorren tots els graus cromatics'® compresos des de la nota inicial LA —que sera
també la nota final i que compleix la funcié de tonica—, fins a la més aguda d' ella, Ml
b. La frase puja fins a Ml pero baixa fins Sl b formant aixi dos ambits de distancia de to

que vénen enquadrats dins del tipic sistema tonal de Bartok.

S'observa una constant de relacions subdominant—tonica—dominant, la mateixa

constant s'observa en el cercle de quintes'’ complet.

'® Procediment musical consistent en lalteracié en un semitd descendent o ascendent d'una nota 0 més

d'una escala diatonica.

7 Serie de dotze quintes ascendents —o0 descendents— que, en el sistema temperat, formen un cercle

tancat, en el qual hom va trobant els dotze graus de l'escala cromatica i I'ordre d'accidents de les ——
armadures que determinen les escales classiques major i menor.
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La corba dinamica general de la fuga completa que s'inicia en pp (i amb sordines)
finalitza en pp (i aixi mateix amb sordines); el fff, al qual es puja gradualment,
s'aconsegueix en el punt culminant (HP) per decréixer fins al ppp final.

Tot aquest moviment ve generat i controlat per l'anomenada seccid auria; la
proporcid 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 ... (serie de Fibonacci) en un seus
aspectes més senzills i en ella es basa la fuga de Barték. En els primers 55
compassos es crea la tensié que troba el seu punt culminant en el compas 56 per
concloure 34 compassos meés tard, i com I'obra consta de 89 compassos, ho podriem

descriure graficament aixi:

35 compases 34 compases

89 compases

La corba d'intensitats ve controlada per I'Us de les sordines: les cordes col-loquen
les sordines en el compas 1 fins al 34 i els darrers 21 sense sordina. A partir del
compas 55 s’ estan 13 compassos més sense sordina fins els dltims 21 compassos.
En total, amb sordina, toquen els 34 primers compassos més els 21 finals que és igual
a 55 i, sense sordines, toquen 21 compassos més els 13 centrals, per tant, 34

compassos:

55 compases A 34 compases

34 compases 21 compases 13 compases 21 compases

89 compases
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32 PART. APLICACIONS DELS PRINCIPIS A LA CREACIO

1. Seguiment

A I hora d’ aplicar els principis de la proporcié auria a la creacié de I’ obra he
analitzat diferents formes i recursos sobre la composicid. Primerament hi havia tres
opcions diferents per aplicar la proporcid: partint de la totalitat de I’ obra ja composada,

partint d’ una secci6 i segons la série de Fibonacci.

Partint de la totalitat de I’ obra ja composada

Si partim d’ una cangé amb dos idees diferents i les volem unir o si volem afegir un
canvi, una pausa, un pont, una nova melodia a una can¢6. Podem utilitzar la proporcio
segons el temps de duracié de la cangd. Imaginem que tenim una can¢é que dura un
temps determinat, i volem afegir-li una pausa o una canvi, etc... Perqué I’ afegit estigui

en proporcio, la can¢6 haura de ser dividida en dos segments principals. Per exemple,

. . L . . . 60 segons
si la idea principal dura cinc minuts, ho passem a segons (5 minuts - Tt =

300 segons), aquests 300 segons és el temps total de I obra, per tant, el 100%, llavors
si volem fer dos segments, un sera el 61.8% de la totalitat, i I' altre segment sera el
38.2% de la totalitat. D’ aquesta manera si multipliquem els 300 segons per el 61.8%
de la totalitat de I' obra, obtindrem en segons el punt exacte on segons la proporciod

auria s’ hauria de fer un canvi, una pausa, etc... (300s-61.8% = 185.4s)

Partint d’ una seccié

En aquest cas, si partim d’ una secci6 i volem acabar I’ obra, abans li agregarem
una nova seccid, i perqué estigui amb proporcié amb I' anterior, podem saber la
duracio de la nova secci6 agregada. Per exemple, la secci6 de la qual partim dura 180
segons (3 minuts) i volem afegir una nova seccié justament en aquest punt seguint la
proporcid auria. Llavors, als 180 segons li multipliquem el nombre d’ or (180s-¢ =
291.24 s ), d’ aqui obtenim els segons que durara la segona part de I’ obra, i I' obra
concretament durara 471.24 segons (180 s + 291.24 s = 471.24 s ), per tant, tindrem el

punt exacte on segons la proporci6 auria es troben les dues seccions.
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Segons la série de Fibonacci

Una altra forma és utilitzar la série de Fibonacci a I' hora de composar. Si recordem
la série de Fibonacci, és: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, etc. Aqui, per tant, és
aplicar la serie als segons, als minuts, als compassos, al ritme o al patr6 que utilitzem.
Per exemple, en el ritme, si apliguem la série, podem introduir ritmes que durin un
temps, dos temps, tres temps, etc. Més temps, seria complicat, ja que comportaria
compassos irregulars o lligadures, perd sempre es pot aplicar en formes de temps,
com en | imatge seguent:

" 3 e 3 5 8
%% T e P e e
] v o oo e o oo ool

Una altra opcio és en les notes de I escala, seguint un patro, i la més utilitzada, en
els compassos. Per tant, aplicar la serie de Fibonacci fa referéncia a aplicar uns canvis
per cridar I" atencio.

Després de veure les diferents opcions, vaig escollir la més visual, en aquest cas la
tercera, segons la série de Fibonacci, que conté indirectament la primera opcio i la
segona.

Per comencar vaig fer-me un esquema, amb la dinamica, el nombre de compassos,
les diferents entrades d’ instruments, les diferents parts de I’ obra, els canvis generals i
les tonalitats diferents.
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Seguidament vaig inventar-me un patré6 de dos compassos, el qual apareix durant
la composicié, i amb aquests dos recursos, vaig comencar primerament amb la
introduccid, seguidament el desenvolupament i per acabar la reexposicio, utilitzant el
programa: Sibelius 6.

a Sibdliost

La tonalitat de la composicid, també segueix la proporcio auria:

DO (1) RE (2) MI (3) FA (4) SOL (5) LA (6) SI (7) Si seguim aquest seguit de notes, el
punt auri el trobariem aplicant el procés abans explicat, partint de la totalitat, en aquest
cas 7 notes: 7 - 61.8% = 4.326 = 4 . Per tant, el nombre (4), la nota FA determinara la
tonalitat de la composicid, en aquest cas en Fa M.

Aquest mateix métode I' he utilitzat a I' hora de portar a terme les modulacions del
desenvolupament. Si ens fixem, I’ obra passa per un total de 4 tonalitats diferents, les
quals son: Fa M (1) Sol m (2) La m (3) i Do M (5), curiosament com la seérie de
Fibonacci, aix0 si partint des de la tonalitat, en aquest cas Fa M.

‘ Estudi de la relacié entre la musica i la proporcio auria

\o)
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2. Autoanalisi i caracteristiques generals

La composicio esta dividida en tres parts, la introduccid, el desenvolupament i la
reexposicio o final. L’ obra té dos grans segments, el primer on apareix la introduccio i

el desenvolupament, i el segon segment amb tota la reexposicio.

L’ obra té un total de 89 compassos i dura 3’ 30", el punt auri de I' obra es troba en
el compas 55 on justament es divideixen els dos grans segments, per tant, queden 55

compassos (introduccié i desenvolupament) i 34 (reexposicid).

En el primer segment, també trobem el punt auri en el compas 21 on justament
gueda dividit en la introduccié i el desenvolupament. Per tant, tenim 21 compassos
introductoris on s’ exposa el tema principal que sera exposat en la reexposicio i el

desenvolupament amb les diferents modulacions de I’ obra.

En la composicid he introduit diferents instruments, que al llarg de I' obra s’ aniran
alternant les entrades seguint el patré de la proporcié auria i la série de Fibonacci,
concretament ho fan en els compassos: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 i en altres compassos
també caracteristics per la seccié auria. Els diferents instruments sén: Flauta, obog,
clarinet i fagot (Vent fusta) ; Trompa, trompeta i tromb6 (Vent metall) ; Violins, Violes,

violoncels, contrabaixos i el piano (Cordes) ; Timbales i percussié (Percussio).

En el segon segment, si ens hi fixem, trobem que la melodia principal i I
acompanyament van canviant d’ instruments, amb una duracié de 8 compassos, on
van alternant primerament les cordes, després la secci6é de vent metall i per dltim vent
fusta, amb els acompanyaments passa exactament el mateix a diferéncia del piano i
de la percussio que no varien, en aquest cas la percussid no entre fins vuit compassos
després del principi de la reexposicid. Aquesta repeticié de la melodia la fan 3 cops, i

aixi enllacen amb el final conclusiu i culminant de I' obra.

(Annex 3)
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CONCLUSIONS

Una vegada finalitzat el treball de recerca, hem tingut temps per coneixer i introduir-
nos en el moén de la proporcié auria i la musica, destacant que és un treball del qual se
n’ havia sentit poc a parlar. He intentat presentar un acurat estudi técnic i musical des
d’ un punt de vista tan especialitzat com m’ha estat possible, tot i aixd, algun apartat d’
aquest treball resulta dens, perd crec que és I’ Unica manera raonable i seriosa de

defensar I’ hipotesi.

Tot aquest recorregut pel moéon de la musica, m’ ha comportat un gran estudi
fructudés, que m’ ha servit per comprovar i reafirmar que les afirmacions sobre la
utilitzacio de la proporcié auria per part de certs compositors, sovint salten massa rapid
de numeros generats per un simple recompte de compassos, hotes, etc... en la
interpretacid. Sens dubte, existeixen pocs dubtes de que en el segle XX en especial es
va produir un interés renovat en I'is dels nimeros en la musica. Com a part d’aquest
renaixement pitagoric, la proporcié auria també va comencar a aparéixer de forma
prominent en les obres de diferents compositors. Per tant, la musica es pot relacionar
amb la proporcié auria, i quina millor manera per demostrar-ho que amb la propia
composicio, on he pogut aplicar la proporcié amb un agradable resultat, tot i no ser un
gran geni com J.S. Bach.

En aquest treball, la proporcié auria és I' eix central del treball, no només pel seu
paper important en el treball, sind6 també per la seva sorprenent relaci6 amb la
naturalesa. Un nombre matematic amb aquesta relacié clarament visible i perfecta, m’
ha semblat impactant i sorprenent, per aixd no dono per finalitzat el tema, sindé que em
plantejo nous reptes que potser en un futur podré abordar. Em refereixo a una possible
nova composicio, utilitzant diferents motius o fins i tot a un estudi més ampli sobre la

proporcio i les seves curiositats infinites.
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MUSICA PER A CORDA, PERCUSSIO | CELESTA (Primer moviment)
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Schlagzeug und Celesta (in 4 satzen)

Musique pour instruments a cordes,

percussion et ceélesta (en 4 parties)
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COMPOSICIO

(Format de partitura: Sibelius 6)
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